Bolum 1

Degisken Cekirdekli Kaba Kesirli Maksimal
Operatorlerin Komiitatorleri igin Degisken Uslii
Lebesgue Uzaylarinda Lipschitz Tipi Tahminler 3

Ferit Giirbiiz!

Ozet

Bu ¢alismada, degisken ¢ekirdeklere sahip kaba kesirli maksimal operatorlerce
iiretilen komiitatorlerin degisken islii Lebesgue uzaylarindaki sinirlilik
Ozellikleri incelenmektedir. Harmonik analiz yontemleri, degisken iislii
fonksiyon uzaylarina ait modiiler esitsizliklerle birlestirilerek, uygun ¢ekirdek
ve usli kosullart altinda bu komiitatorler igin Lipschitz tipinde tahminler elde
edilmektedir. Elde edilen sonuglar, hem klasik hem de degisken iisli Lebesgue
uzaylarinda bilinen ¢esitli smirlilik  sonuglarini  genellestirmekte ve
iyilestirmektedir. Ozellikle, degisken cekirdekler ile kesirli yap1 ve standart
olmayan biiylime kosullari arasindaki etkilesimin komiitatorlerin stirekliligi
izerindeki etkisi ortaya konulmaktadir.

1 Giris ve On Bilgiler

Harmonik analizde maksimal operatdrler ve bunlarin komiitatorleri, fonksiyon
uzaylarmin yapisini ve diizenlilik 6zelliklerini anlamada temel araglar arasinda
yer almaktadir. Ozellikle kesirli maksimal operatdrler, potansiyel teorisi ve
kismi diferansiyel denklemlerle olan giiglii baglantilart nedeniyle uzun siiredir
yogun bicimde incelenmektedir. Klasik ¢aligmalar, bu operatdrlerin Lebesgue
ve agirlikli Lebesgue uzaylarindaki smirlilik 6zelliklerini ortaya koymus; daha
sonraki arastirmalar ise bu sonuclarin daha genel fonksiyon uzaylarina nasil
taginabilecegini ele almistir.

Son yillarda LPO) degisken iislii Lebesgue uzaylari, standart olmayan biiyiime
kosullarin1 modelleyebilme yetenekleri sayesinde biiyiikk ilgi gdérmiistiir.
Ozellikle elektroreolojik akiskanlar, dogrusal olmayan elastisite ve goriintii
isleme gibi alanlarda ortaya ¢ikan problemler, sabit iisli uzaylarin 6tesine
gecilmesini  zorunlu kilmaktadir. Bu nedenle, klasik harmonik analiz
operatorlerinin degisken iisli ortamlardaki davraniglarinin incelenmesi hem
kuramsal hem de uygulamali agidan 6nemlidir.

Bu calismada, degisken cekirdeklere sahip kaba kesirli maksimal operatorler
tarafindan dretilen komiitatorlerin degisken {islii Lebesgue uzaylarindaki
sinirlilik ve siireklilik 6zellikleri ele alinmaktadir. Amag, uygun cekirdek ve
islit kosullart altinda bu komiitatorler i¢in Lipschitz tipinde tahminler elde
etmek ve bilinen klasik sonuclar1 daha genel bir ¢ergevede genisletmektir.

1 Prof. Dr., Kirklareli Universitesi Matematik Boliimii, feritgurbuz@klu.edu.tr, 0000-0003-3049-688X

@88 d) hpsjoi.or/10.58830/ozgupub1 114.c4499 1



2 | Lipschitz Tipi Talminler

R™ {izerinde normalize edilmis Lebesgue olgiisii da(x") ile donatilmis
birim kiire S*~1(n > 2) olsun.

Eger Q) asagidaki kosullari sagliyorsa:
l. Herx,z€ R"vel>0igin
Q(x,Az) = Q(x, 2);
2. Herz € R™\{0} i¢in 8 = z/|z| olmak lizere
12 loqampeasisnsy: = sup (fines 1 9x, ) 1 do(6)): < o,

R"™ x R™ {izerinde tanimli bir Q(x, z) fonksiyonunun, s > 1 igin
L®(R™) x LS(S™1)
sinifina ait oldugu soylenir.

Bu calismanin ana sonucunu sunmadan &nce, bazi gerekli tanim ve
gosterimleri (notasyonlari) hatirlatalim.

0 < B < 1igin, Lipg(R") Lipschitz uzay:

re-rol Oo}

x,yER™x £y lx=yl#

Lipg(R") = {f= IfllLipy =  sup

olarak tanimlanir.

0 < a < n olmak iizere, degisken ¢ekirdege sahip kaba kesirli maksimal
operator, uygun bir ¢ekirdek fonksiyonu () yardimiyla tanimlanir. Cekirdegin
diizgiinliik varsayimlarinin zayiflatilmasi, daha genel ve gergek¢i modellerin
ele alinmasina imkan tanir.

b € Lipg(R™) olmak iizere, bir Lipschitz fonksiyonu b ile iligkili komiitatdr,

[b, Mg o]f(x) = b(x)Mg,qf (x) — Mq o (bf)(x)
seklinde tanimlanir. Bu kaba kesirli maksimal operatdriin b ile olan
etkilesimini dlgen Mg, 5, , komiitator operatorii

Mapaf (): = sUpre fy ) 1A =) 116G = bO) M F () 1 dy

seklindeki ifade ile tanimlanir, burada 0 < a < n ve f uygun bir fonksiyondur.
Bu tiir komiitatorler, fonksiyonlarin yerel diizenliligini incelemede énemli rol
oynar ve Lipschitz uzaylariyla yakindan iligkilidir.

cx = (X1, Xg, e Xp), € = (&1, &5, .., &) -+, R™ uzayinin noktalari
olsun. n boyutlu R™ alisilmis Oklid uzay1; x. &€ = ¥ x;&, R™ de alisilmis ig

1
carpimi ve buna karsilik gelen |x| = (Zf xl-z)2 normu ile tim x = (x4,...,Xy,)
noktalarinin kiimesidir, burada x4, ..., x, € R" dir.

-x" ile her zaman x e karsilik gelen birim vektoriinii kastedecegiz,
yani, herhangi bir x # 0 igin x' = % dir.
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-§"1 ={x € R*|x| =1}, n boyutlu R*(n >2) Oklid uzayinda
birim kiireyi ve dx’ ise onun ylizey 6l¢iisiinii temsil eder.

- Olgiilebilir bir E © R™ kiimesi i¢in, |E| ve yj ile sirastyla Lebesgue
olciistinii ve karakteristik fonksiyonu gosterecegiz.

-B =B(x,7) = {y € R™ |x — y| < r} merkezi x, yarigap1 r > 0 olan
acik yuvari ve B(x,r)¢ ise onun tiimleyenini ifade etsin. v,, = |B(0,1)| =
ZFL(z), E c R™ bir agik kiime ve B(x,7) = B(x,7) N E olmak iizere B(x,r)
(™

2
yuvarinin Lebesgue 6l¢iisii

|B(x,7)| = vyr™
bi¢imindedir.
- C, acik¢a ifade edilmeksizin her bir ifadedeki degerini degistirebilen
pozitif bir sabiti ifade eder. Bu ¢alisma boyunca C farkli sabitleri gosterecektir.
-p'(-) ve s'(:) Usleri her zaman herhangi 1 <p(x) <o ve 1<

1
—— V€

s(x) < oo islerinin konjuge indekslerini gosterir, yani et 1 ~ 20

1 1 .
s’(x)'_ 1—S(—x)d1r.

“p(:):R™ - [1,00) bir Oolgiilebilir fonksiyon olsun. p_(R™):=

ess gﬁ{ p(x) ve py(R™):=esssup p(x) olmak iizere 1<p_(R") <
xeR™ Xx€ERM
p+(R™) < oo oldugunu varsayalim. Sonug olarak, bu notasyonlar1 (p_(R™) ve

p+ (R™)) kullanarak, agsagidaki gibi bir degisken tis siniflarin1 tanimlayabiliriz:
P(R™) = {p(-) olciilebilir: 1 < p_ < p(:) < p, < o}
ve
Po(R™) = {p(-)ol¢iilebilir: 0 < p_ < p(-) < p, < o}
Eger 6lgiilebilir p(-) fonksiyonu

1
lp(x) —pW)| < lx—yl<5,vx,y €R,C>0 (1)

c
—log(lx-y)’

veE

c

|P(X)—Poo|Sm. P ER,C >0 (2)
kosullarini saglarsa, bu p(-) € P(R™) fonksiyonuna global olarak log-Holder
stirekli ad1 verilir. (1) ve (2) kosullarin1 saglayan p(-) lerin kiimesi B(R"™) ile
gosterilir.

- Degisken tislii Lebesgue uzaylari, klasik LP uzaylarmim esnek bir
genellemesidir  ve  konuma  baglhi  degisken integrallestirilebilirlik
gereksinimlerini modellemek i¢in kullanilir. Hem matematiksel analizde hem
de uygulamali bilimlerde 6nemli bir aractir. Klasik Lebesgue uzaylarinda
norm, sabit bir p € [1,00) dssiine baghdir. Degisken {isli Lebesgue
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uzaylarinda ise integrallestirilebilirlik derecesi uzaym her noktasinda
degisebilir. Bunun igin dlgiilebilir bir fonksiyon olan p(-): R™ — [1,00) alinir
ve asagidaki fonksiyonel tanimlanir:

pp()(f) = fRn |f(x)|p(x)dx

Bu durumda, degisken iislii Lebesgue uzaymin normu su sekilde verilir:

W1l oo gny = inf{’l > 0: fin Ppe) (%) < 1}-
Buradan, degisken iislii Lebesgue uzay1
LPO(R™) = {f:R" - R &lgiilebilir: p, ¢, (f) < oo}

seklinde tanimlanir ve bu uzay uygun kosullar altinda bir Banach uzayidir. Bu
uzay, klasik LP uzaylarinin dogal bir genellemesidir:

Degisken Tislii Lebesgue uzayinda integrandin davranist su Ozellik ile
belirlenir:

| £(x) |p(X)_

Burada p(x) biiyiidiikge, s etkisi su sekilde degisir:
1. Eger | f(x) I< 1ise:
p1 <Pz 2| f(x) IP2<] f(x) P2

Dolayistyla, kiiciik degerler daha yiiksek iis altinda daha hizh sifira yaklasir.
Bu durum literatiirde genellikle su sekilde ifade edilir:

"Birimden Kkiiciik genlikler, biiyiik iislere kars1i daha giiclii sekilde
bastirihr."

2.Eger | f(x) > 1ise:
p1 <p2 2| f(x) IP2>] f(x) |P1.

Bu da fonksiyonun biiyiik genliklerinin, yiliksek tsli bolgelerde daha hizh
biiyiidiigiinii gosterir.

Buna karsilik gelen standart ifade:

"Birimden biiyiik genlikler, biiyiik iislere kars1 daha giiclii sekilde siser
(p(x) arttik¢a aniden biiyiik sayilara firlamasi)."

3. Sonuc: Degisken iislii uzayin temel davranisi

Bu iki durum birlestiginde, degisken islii Lebesgue uzay1 i¢in matematiksel
gbzlem sudur:
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Eger p(x) biiyiikse,
| f(x) IP™) Kiiciik degerleri daha hizli bastirir, biiyiik degerleri daha hizli biiyiitiir.

Dolayisiyla integral

p(f) = jﬂ | @) PO dx

icinde yliksek islii bolgeler, fonksiyonun hem kiigiik hem biiyiik genliklerine
kars1 daha hassastir.

o p(x) arttikga
| fF(x) 1< 1= f(x) IPDLO

(daha giiclii kiiciilme)
e p(x) arttik¢a
| f(x) 1> 121 f(x) IPOT 00

(daha hizh biiyiime)

Bu, degisken iislii uzaylarin normunun “lokal olarak daha sert” veya “daha
gevsek” davranmasinin matematiksel temelidir.

Ornek: Periyodik iisler

p(x) =2+ %cos(an), f(x) = sin(mx)
ve x € (0,1) olsun.

1. Us fonksiyonunun temel 6zellikleri

1
p(x) =2+ Ecos(an)

igin:
e cos(2nx) € [—-1,1]
e Dolayisiyla

1 1
Pmin =2_E= 15;pmaX= 2+E= 25

olur. Yani:
1.5 < p(x) < 2.5 Vx €(0,1)
dir.
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Ayrica,
cos(2rm(x + 1)) = cos(2mx)

dir. Dolay1siyla
p(x+1) =p(k)

oldugundan, p(x) fonksiyonu periyodu 1 olan bir periyodik iisliidiir.

Bu, p(x) in periyodik, siirekli ve Log-Holder siirekliligini sagladigini
gosterir (¢linkii diizglin sinirh tiirevlidir).

v “Diizgiin siirh tiirevlidir” ne demek?

Bir fonksiyonun tiirevi tiim tanim arahi@inda var ve ayrica bir iist simirla
siirh ise, o fonksiyona:

¥ diizgiin simrh tiirevli (Ingilizce: uniformly bounded derivative) denir.
Bu su anlama gelir:
p'(x) her x de tanimli ve | p'(x) |< M olacak bir M > 0 vardir.

Yani:

e tilirev var,

e tiirev “asir1 bilyimiiyor”,

e tiirev her yerde kontrollii.
v Bu ne ise yarar?
Bu 6zellik sunlar1 saglar:

e Fonksiyon Lipschitz olur
(Clinkii tiirevin sinirli olmas1 — Lipschitz siireklilik)

e Log-Holder kosulu ise kiiresel davrams gerektirir (6zellikle
sonsuzda). Eger fonksiyon diizglin smirl tiirevli ve ayrica sonsuzda
uygun logaritmik kontrol kosulunu sagliyorsa, bu durumda global log-
Holder siirekli olur.

o Degisken isli Lebesgue uzaylarinda teorik bir¢ok sonug¢ (maksimal
operatoriin sinirliligi, gdmiilme teoremleri vb.) bu sinirh tiirevlilikten
¢ikar.

v Bizim 6rnegimizde bu durum neden é6nemliydi?

p(x) fonksiyonu:

1
p(x)=2+ Ecos(Zﬂx)
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tlirevi:

p'(x) = —msin(2mx)

ve bu agikga sinirhidir:

| p' (%) IS .

Bu su anlama gelir:

e p(x) ¢ok hizli degismez

e p(x) siirekli kontrollii degisir

e Degisken {islii uzaymin iyi ¢alismasini saglayan kosullar saglanir.
v Kisacasi:

“Diizgiin smirh tiirevlidir” — “tiirevi her yerde var ve belli bir sayidan
biiyiik olamaz.”

2. Fonksiyonun davranisi
f(x) = sin(mx).
Bu fonksiyon i¢in:
e f(®=0,f(1)=0
e maksimum: £(3) =1
e Heryerde| f(x) I< 1.

Dolayisiyla bu érnek |f| < 1 rejimi (fonksiyonun mutlak degerinin 1 den
kii¢iik oldugu ¢alisma bolgesi) igindedir.

Bu su matematiksel sonucu dogurur:
Eger | f(x) I< lise,
P1<pz = |f(x)IP2<] fx) 1P

Yani biiyiik tislii bolgelerde integrand daha hizh kiigiiliir.
3. Modiilerin ifadesi

Degisken iislii Lebesgue uzayindaki modiiler:

1 1
p(f) zf |Sln(Tl'X) |2+ECOS(21UC) dx.
0

Bu integralin kapali bir formu yoktur, ancak davranisi matematiksel olarak
acik sekilde anlasilabilir.
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4. Matematiksel davranis analizi
A) f(x) kiiciikken p(x) biiyiik ise

| sin(mx) 12°<| sin(mx) 1*5.

Ozellikle ug noktalar yakininda:

sin(mtx) = mx (0 a yakin).

Kiiciik bir saymin yiiksek iis ile kuvveti ¢ok hizh kiigiiliir:
(mx)?° < (mx).

Dolayisiyla:

p(x) biiyiik oldugu bélgelerde integrand daha da kiiciiliir.

B) f(x) maksimumdayken p(x) orta degerdedir.

L =1
f@=1
Bu noktada:
| si ! =1
sin(m 2) =1.
Fakat:
1P =1,V p.

Dolayisiyla maksimum noktada integrandin degeri 1is degisiminden
etkilenmese bile, ¢evresindeki lokal davramis integralin toplam katkisim
belirler.

Sonug olarak, biiytik {islii bolgelerde “tepe degerleri” degismez Fakat tepeye
yakin bolgelerde fonksiyon daha hizh diiser.

5. Sonu¢: Matematiksel olarak iissiin etkisi
Bu 6rnek su matematiksel olguyu gosterir:

1.5 < p(x) < 2.5 arahi@ boyunca, |f(x)| <1 oldugu icin integrand
yiiksek iislii bolgelerde daha fazla bastirilir.

Yani:
e p(x) = 2.5o0lan yerde

| sin(mx) |*>
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cok kiigtiktiir.

e p(x) = 1.50lan yerde

| sin(mx) |*°

daha biiyiiktiir.
Bu nedenle integralin biiyiik katkisi:
p(x) kiigiik = 1.5 olan bolgelerden gelir.
p(x) biiyiik = 2.5 olan bolgelerde ise:
f(x) integrale daha zayif katki yapar.
6. Matematiksel Ozet

1 1
p(f) = .[0 | sin(zrx) [P dxilep(x) = 2 + Ecos(an)

igin:
1. p(x) periyodiktir ve 1.5 — 2.5 araligindadir.

2. f(x) ug¢ noktalarda kiigiiktiir — yliksek iislii bolgelerde daha hizli
sifirlanir.

3. f(x) = 1 noktasinda iisten etkilenmez — integral katkisi sabittir.
4. Integral ¢ogunlukla p(x) in kiiciik oldugu bolgelerden katki alir.
Simdi de bu integrandin, yani

g(x) =| sin(mx) [PX)

in grafigini de ¢izersek

f(x), p(x) ve |f(x)|~ {p(x)}

1.0 e —— fix)msinin x)
’ » )1~ {p(x)}
— digeklenmis plx)
0.8
« 0.6
L4
S
>
-
S04
0.2
AN
0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

olur.
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Grafikte sunlar acikga goriiyoruz:

v Turuncu egri:

f(x) = sin(mx)

— klasik siniis tepesi
—ortada 1 e ulasiyor
—ugclarda O dur.

v Mavi egri:
g(x) =| sin(mx) | PP

Bu egri f(x) in p(x) ile kuvvetlendirilmis halidir.
Dikkat edersek:

e Uclara yakin bolgelerde f(x) kiigiik — p(x) biiylik oldugunda daha
hizli kiigiiliiyor — mavi egri turuncudan daha daha diisiiktiir.

e Tepede f(x) = 1 oldugu igin
1) = 1
— Mavi egri tepe noktasinda turuncu ile ¢akisiyor.
Bu, degisken iislii gliclin matematiksel etkisini tam olarak gosteriyor.
v Yesil egri (6lceklenmis p(x))

Bu sadece gorsel referans igin:

1
p(x) =2+ Ecos(an)

fonksiyonunun 1/3 ile 6l¢eklenmis hali.
— Gergek p(x) degerlerini géstermeyi amagliyor.

;? Grafigin gosterdigi temel gercek

p(x) bityiik oldugunda, |f| < 1 olan bélgelerde |f(x)|"{p(x)} ¢cok daha
hizh kiiciiliir.

Bu yilizden mavi egri turuncudan daha asagidadir.

Diger taraftan tekrar degisken {islii Lebesgue uzaylarmin tanimina donersek,
eger p(x) = p, (sabit) ise

r® (R™) = LPo(R™)

olur.
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Uygun kosullar altinda (6rnegin 1 < p_(R™) < p,(R") < o), LPO(R™)
uzay1 tamdir ve bir Banach uzay1 olusturur.

Simdi de degisken islii Lebesgue uzaylarinda genellestirilmis Holder
esitsizligini hatirlatalim.

p(-) € P(R™) olsun. Bu durumda, tim f € LPO(R™) ve g € LP'O(R™) igin
genellestirilmis Holder esitsizligi

|fRn f(X)g(X)dX| < fRn |f(x)g(x)|dx < rp”f”Lp(‘)(]Rn)”g”Lp'(J(Rn) (3)
formunda tanimlanir, burada r, = 1 + pi - pi dir (bkn: [[4], Teorem 2.1]).

- +
Eger p(x) = 2 +sinx ise bu durumda LPO)(R™) uzaynda fonksiyonlarm
"yerel integrallestirilebilirlik derecesi" konuma gore degisir:

e p(x) biiyiikse yiiksek iistel — daha kiigiik biiyiikliikte fonksiyonlara
izin verir.

o p(x) kiiglikse diisiik iistel — daha genis fonksiyon sinifina izin verir.
Bu tiir uzaylar 6zellikle:

e Nonlineer PDE (p(x) —Laplasyeni, elektroreolojik akigkanlar)

e Harmanlanms (adaptive) goriintii isleme

o Fonksiyonel analizde degisen diizgiinliik

¢ Elektromanyetik alan modelleri

gibi alanlarda ortaya ¢ikar. Ciinkii fiziksel modellerdeki malzeme o6zellikleri
(6rnegin viskozite, elastisite) uzayda konuma bagl olarak degisebilir.

- f € L}, (R™) olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatdrii

Mf =sup———— d
f = TG ey 1Y
ile tanimlanir, burada B(x, ) = {y € R™:|x — y| < r} dir.

Asagida LP™) () degisken iislii Lebesgue uzaylari i¢in kavramsal olarak
faydali ve klasik 6rnekler listelenmistir. Her biri, degisken iislii yapinin neden
kullanildigint anlamaya yardim eder.

1. Parcali sabit iisler 6rnegi
En temel 6rnek, tisliin bolgeler arasinda sabit ama tiim bolgede farkli olmasidir.
Tanim:

(2, x€(01),
p(x)‘{4, x € (1,2)

Bu durumda:
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e (0,1) araliginda klasik L?normuna benzer davranis,
e (1,2) araliginda daha “dar” L* normuna benzer davranis gozlenir.

Yorum:
Ayni1 fonksiyon bazi bolgelerde daha diizenli, baz1 bolgelerde daha serbest
davranabilir.

2. Siirekli degisen iisler 6rnegi
Hafif salinimh degisim:

p(x) =2 +sinx, x € (0,2r)

Bu ornekte
p(x) € [1,3] araliginda dalgalanir. Bdylece integrabilite kosulu siirekli degisir.

Yorum:
Bu tiir Gisliiler PDE analizinde ¢ok kullanilir (6r. p(x)-Laplasyen).

3. Logaritmik degisime sahip iisler

p(x) =2 ,x €(0,1)

+ —_—
1+ log | x Il
Bu tslii:
e x — 0 yaklasirken 2 ye dogru gider,
o merkezden uzaklastikca yavasga artar.

Yorum:
Bu tiir degisimler ¢ok yavas degiskenlik icin tipik bir 6rnektir. “Log-Holder
siirekli”” kosullarini incelemek i¢in idealdir.

4. Donemsel (periyodik) degisken iisler

1
p(x) =2+ Ecos(an),x ER

Bu durumda:
e p(x) €[3/2,5/2] araliginda kalr.
e Uslii periyodik davranis gosterir.

Yorum:
Malzeme bilimi ve kompozit ortam modellerinde sik¢a kullanilir.

5. Uzunlukla birlikte artan iisler

p(x)=2+Ix,x€R
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Bu 6rnek:
e Orta bolgede p(x) = 2,

e Uzaklarda p(x) biiyliyerek fonksiyonun daha giiclii sekilde
baskilanmasin1 saglar.

Yorum:
Fonksiyonun sonsuzda ¢ok hizli bilyiimesini engelleyen iyi bir drnektir.

6. PDE kokenli 6rnek: p(x) —Laplasyeni icin
Tipik bir uygulama 6rnegi:

p(x)=po+alxl|?>x€QcR"

Burada:
e Kkiiclik | x | igin p(x) yaklasik sabittir,
e Dbiylk | x | igin p(x) daha hizl artar.

Yorum:
Lineer olmayan eliptik problemler de ¢cok kullanilir.

7. Genislemeye izin veren iisler (akiskan dinamigi icin)

3,1
PO =2+ a7

Bu tslii:
o merkezde daha biiyiik,
e sonsuzda 3/2 ye diiser.

Yorum:
Bu tiir Gisliilere Newtonyen olmayan akis modellerinde karsilasilir.

;? Son olarak, ornek fonksiyonlarla norm hesaplamalar: yapip bu
boliimii tamamlayalim.

Yani, f(x) = x% veya f(x) = xg gibi fonksiyonlarm || f |l,»x) ve integral
kosullarinin nasil degistigini gosterelim. Hem hesap mantigini, hem de farkh
p(x) secimleriyle ortaya ¢ikan ilging durumlar1 gérelim.

@ 1. Temel 6rnek: Karakteristik fonksiyonun normu

f) = x00,0x)
alalim ve usli olarak:

p(x) =2 +sinx,x € (0,m)

olsun.
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Degisken iislii Lebesgue normunda 6nce modiiler hesaplanir:
Ppo)(f) = fol | 11P™) dx = fol 12+sinx gy = 1
olur. Bu durumda:
o Egerpp(f) S lisell f lipn< 1dir.
Bu ornekte:
I fllpy=1
dir.

Yorum:
Sabit {islii durumundan farki yoktur ¢iinkii f mutlak degerce 1 ve {islii integral
icinde dallanmiyor.

% 2. Giic¢ fonksiyonu 6rnegi
f(x)=x%x€(0,1)
alalim ve tslii olarak
p(x)=2+x

olsun.

Modiiler:

1
pp(x)(f) = fo xa(2+x) dx

olup, bu integral
p= f01x2axax dx = f01x2a’ e@OInx g,
seklini alir.
Bu integraller genellikle kapali formda yoktur, ama davranis ¢ok nettir:
e [Eger a > 0: integral kii¢iik ¢ikar — f daha ¢ok entegre edilebilir.
e Eger a < 0: integral biiylir — 6zellikle 0 a yakn Uislii artist etkili olur.

Bu 6rnek, p(x) in kiiciik x lerde diisiik, biiyiik x lerde yliksek olmasi
nedeniyle, fonksiyonun sonlara dogru daha siki kontrol edildigini gosterir.

@) 3. Parcal iisler ile ilgili 6rnek

Uslii olarak

(2, x€(0,1),
p(")‘{z}, x € (1,2),



ve fonksiyon olarak

flx)=x
olsun.
Modiiler:
1 2
Ppeo(f) = fo x?dx + f1 x*dx
olur.

Bu integralleri ayr1 ayr1 hesaplarsak:

1 5, 1
fo x dxs— 3
2 4 _2°-1° 31
Jixtdx ==—==
bulunur.
Dolayisiyla,
1 1 1
p =§+?=§+6.2 = 6.5333 ...
olur.
I £ Il normunu elde etmek i¢in
a0
=1
P (u £

secilir.
Yaklasik sonug (=):

Il f Iy~ 6.5333%/2 ~ 2.556
olur.

Yorum:
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Ussiin 4 oldugu ikinci aralik, normu dramatik sekilde biiyiitiir. Degisken iislii

uzaylar tam da bu duyarlilik i¢in kullanilir.
% 4. Sonsuzda biiyiiyen iisler ile ilgili 6rnek
Uslii olarak

p(x) =2+lx|,x ER,

ve fonksiyon olarak

fx) = e

secelim.
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Modiiler:
p(f) = fRe—(ZHxI)IxI dx = fme—ZIxI—lxl2 dx

olur. Bu integral son derece hizli yakinsar.

Yorum:
Bu, degisken iisliilerin “sonsuza giderken daha sert normlar” olusturmak i¢in
ideal oldugunu gosterir.

@ 5. Donemsel(periyodik) iisler + siniis fonksiyonu
1
p(x)=2+ Ecos(an),f(x) = sin(mx), x € (0,1)

alalim.
Modiiler:

1 1
p(f) = j | sin(mx) 17+2°°5%™) gy,
0

o  maksimum gii¢: 2.5
e  minimum gii¢: 1.5
Dolayisiyla:

e p(x) = 2.5 oldugu yerlerde
| £(x) IP®)— tepe bolgesi daha gok bastirilir.

e p(x) = 1.5 oldugu yerlerde
| f(x) IP®)— tepe bolgesi daha az bastirilir.

Bu davranis modiileri, normu ve integrali belirgin bigimde degistirir.

sin(mx) sinirda kiiglildiigii igin gii¢ yiiksek oldugu bolgelerde daha da
baskilanir.

Bu integral kapali formda olmasa bile:
e s kiigiikken fonksiyon daha rahat,

e iis bilyiikkken fonksiyonun tepe noktalar1 daha ¢ok cezalandirilir (yani,
tepe bolgesine lis fonksiyonun daha fazla bastirma/kiiciiltme
uyguladig1 anlamina gelir.).

2 Ana Sonug

Bu béliimde ¢aligmanin temel sonucu sunulmaktadir. Uygun ¢ekirdek
varsayimlari ve degisken iislii kosullar altinda, kaba kesirli maksimal
operatdrlerin komiitatorlerinin degigken iislii Lebesgue uzaylarinda Lipschitz
tipinde sinirh oldugu gosterilmektedir. Bu sonug, klasik uzaylarindaki
Lipschitz tipli komiitator tahminlerinin, degisken {islii ve degisken ¢ekirdekli
ortama dogal bir genislemesini vermektedir.
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Teoremin ispati, noktasal tahminler, Holder tipi esitsizlikler ve degisken iislii
maksimal operatorlerin bilinen siirlilik sonuglarinin birlestirilmesine
dayanmaktadir.

Teorem 1.

n = 2 olsun. b € Lipg(R™) olmak lizere, 0 <f <1, me€N,a=0,y:=a +
mp ve

p(-) € B(R™) i¢in

oldugunu varsayalim. q(-) noktalari her x € R™ igin
1 1y

p®  aC)  n
seklinde tanimlansin.

Eger Q(x, z) ¢ekirdek fonksiyonu (1) ve (2) kosullarint sagliyorsa, bu durumda
C > 0 olmak iizere her f € LPO(R™) igin

I Mopaf lpaogmy< C Il b ||ﬁpﬁ I f llppo ey
esitsizligi gecerlidir.

ispat.
Hazirlik — tanimlar ve sabitler

o y:=a+mf yazalim. (bu pozitif ve y/n < 1/p,varsayimindan
kaynaklidir).

o  Kesirli maksimal operatorii (klasik)
My g(x): = supr?™* Jaem 1 9O 1 dy

ile tanimlanair.

e [S-ortalama tipi kesirli maksimal operatorii (kullanacagimiz sekliyle):

My g ()= supr” s (f o 1gO) 1 dy)M*,
>0 ’

olsun, burada s > 1ve s’ = Si—l (yani 1/s 4+ 1/s’ = 1) dir. (Bu tanim, klasik

kesirli maksimal operatorin 2 € L5(S™™') ¢ekirdegi ile genellestirilmis
bi¢imidir ve [1,2] de kullanilan tanimlarla esdegerdir.).

*  Sabitolarak | Q ll,5, == sup( Jonea 1 (%, 0) |5 da(6))M/* < 0
XERM

olsun.
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Teorem 1 in ispatin1 asagidaki gibi adim adim yapacagiz.
Adim 1 — Noktasal dominasyon (Lipschitz kullanimi)

Tanim geregi (standart form)
Mopof (x):= sup T g 1 QG x =) 11b(x) =b() 1™ f(¥) | dy
dir.
b € Lipg oldugu igin
| b(x) = b) I™<I b I}, 1 x =y 1™
yazilir.
Bunu Mg, j, , tamimina koyarsak ve y = a + mf3 alirsak

Mapaf () <Ib Iy, supre=™ [y 10 x=y)1 1x=y "1 f() | dy

olur.

Sonra, igteki ¢arpanlari birlestirip, y = a + mf alirsak

Mo paf () I b I, s;t;g ry fB(x'r) | Q0,x—y) 1l f(¥) | dy 4)
elde edilir.
Adim 2 — Héolder ile Q-ortalamasim ayirma ( L;n_l hipotezini kullanma )

Her x sabitleri ve B: = B(x, r) yuvarlari i¢in integral iizerinde Holder
esitsizligi uygularsak (kullanilacak tisler s ve s’ = s/(s — 1)):

Jp 190 =) L FO) 1y < (J 120k (= 9)) 15 a5 (f, | FO) 15 dy) s (5)
olur.
Simdi R"™ de kutupsal koordinatlara gegilirse,
[ 1900 (=)D 1P dy = 7 p" " dp [s 1 Q(x,60) I° do(6) =
Jna 1 Q02 0) 1° do (6)

bulunur. Buradan,

(1060 =) 1 )i = Cur (| 106u0) 1 o))t
B

sn—1
SCpTVS 1 Q ||L?Lssn_1

elde edilir. Bu ifadeyi (5) de yazarsak

Jo 1900 =) N FO) 1y < ol Qllgs,,, 7 ([ 1 FO) I dn)™* (6)

olur.
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(6) ya (4) igindeki 6n ¢arpani uygularsak

m
Mapaf (¥) < G 1 Q g, I D NLip, sU
T

pry_n . rn/s( | f IS’)I/S’
0 B(x,1)

buluruz. Buradan iistteki tisleri birlestirip gerekli sadelestirmeleri yaparsak

—_ +£ ’ !
Mopaf(x)<CIQ "L?colf;n—lll b ||ﬂpﬁ igg ryn S(fB(x,r) L f IS )1/5 .

()

= M, (f)@)

elde edilir, burada M, o+ bizim daha 6nce tamimladigimiz LS -ortalama kesirli
maksimal operatordiir. Sonug olarak, (7) den

Mopaf () < C N QNgps,, 1D IITH,, My, (F) () 8)
bulunur.
Adim 3 — M, icin degisken-iislii simrhlik (“Bilinen simrhiik sonucu

kullanilarak...”)
Simdi tek yapmamiz gereken, M,,  operatdriintin
M, g Lp(')(]R") — L‘I(')(R")
y S S 4

arasinda sinirlt oldugunu kullanmaktir (burada q(+) tanimi o 70 —n
seklindedir). Bu smurlilik i¢in gereken kosullar:

e p(-) € B(R") ve log-Holder siirekliligi (bizim varsayiminiz mevcut),

e 0<y<n(bizimy = a+ mf durumu),

e ve sabit s >1 ile tammli s’ kullammi; literatiirde M, ¢ tipindeki

ortalama operatorlerin  LP) — L90)  smirlihg, M, igin bilinen

teoremlerle ayni tipte sonug verir — gerekli sartlart (p(+) igin (1) ve
(2) kosullar1 vb. ) saglayimca sonug gecerlidir.

Bu siirlilik, [1-3] de verilen kesirli maksimal operator sonuglarinin dogrudan
bir genellemesidir. Yani, dyle bir C' sabiti vardir ki

I My, o (f) g < C I f e )

esitsizligi gecerlidir.
Adim 4 — Birlestirme ve sonu¢
Son olarak, (8) ve (9) u birlestirirsek,
Il Mo pof g <C N0 IIL;oLgn_lll b IIﬁpBII M, o (f) a0

< CNQNgess, I b I, €1 F lpo
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= C" b I, f llp0,

elde edilir, burada C"" = CC" || Q Il 0 Lo dir. Bu da tam olarak istenen
esitsizliktir.
3 Sonu¢ ve Degerlendirme

Elde edilen sonuglar, degisken ¢ekirdeklerin, kesirli yapinin ve standart
olmayan biiyiime kosullarinin birlikte ele alindig1 daha genel bir ¢cergevede
komiitatorlerin davranisini agiklamaktadir. Bu yaklagim, hem teorik harmonik
analizde hem de dogrusal olmayan problemlerin analizinde kullanilabilecek
yeni genellemelere kap1 aralamaktadir.

Calismanin ilerleyen arastirmalarda, agirlikli degisken islii uzaylar veya daha
genel integral operatorleri i¢in benzer sonuglara genisletilmesi miimkiindiir.
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