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Bayesyen Regresyon Modelinde Stokastik Kisit
Altinda Parametrelerin Tahmini

Berrin Giiltay’

Ozet

Genel lineer regresyon modelinde parametrelerin tahmin edilebilmesi igin
stokastik diizgiin 6nbilgi (6nsel) kullanimi son yillarda 6nemli bir ¢oziimleme
teknigi olarak kargilagilmaktadir. Bu yontemi en etkili ve en anlaml sekilde
uygulamanin yolu ise Bayesyen yaklagimini kullanarak miimkiindiir. Bayesyen
regresyon analizinin karakteristigini yansitan ozellik, analizde 6n bilgiye yer
verilmesidir. Bayesyen yaklagimda, denemeler yapilmadan 6nce parametreye
iliskin sahip olunan 6n bilgi 6n olasilik yogunluk fonksiyonu sayesinde analize
dahil edilir. Bu ¢aligmada da Bayesyen regresyon modelindeki parametreleri
tahmin etmek i¢in stokastik 6n bilgi olmas1 durumunda kullanilabilecek teorik
¢tkarimlar ele alinmistir.

1. Stokastik Kisit Altinda Genel Lineer Regresyon Modelinde
Parametrelerin Tahmini

y=Xp+u (1.1)

seklinde genel lineer regresyon modelimiz olsun. Burada y, 7'x1 tipinde
yanit degiskenlerin vektorii, X, T x p tipinde stokastik olmayan agiklayict
degiskenlerin gozlenen matrisi, f, px1 tipinde bilinmeyen regresyon
katsayilarinin vektorii ve u, 7'x1 tipinde sifir ortalamali, o’l varyans-

kovaryans matrisli rasgele hatalarin vektortdiir, yani u ~ N (O, o’l )

Theil ve Goldberger (1961), Rf = r lineer kisitlarini stokastik formda

kullanarak mixed regresyon modelini gelistirmiglerdir. », m < p olmak
tizere rassal degigkenin m X 1 boyutlu bir vektor olan lineer kisitlar,

r=Rp+v
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(1.2) olarak yazlabilir. Burada R, mx p tipinde kisitlarin belirlendigi
matris, v sifir ortalamali, sz (2 kovaryans matrisli, normal dagilimh

hatalarin vektoradir. Yani v~ N (O, sz Q)' dir. Ayrica u ve v bagimsizdur.

(1.2) ile verilen kisit altinda (1.1) ile verilen modelin parametrelerini tahmin
edebilmek i¢in modeli y ve X gozlemlerine (1.2)’deki bilgi eklenerek,

Mg

Yy =Xy B+tuy, (1.4)

matris formunda yazilabilir. Burada M mixed oldugunu gostermektedir.
(1.3) modeli (1.2) onbilgisi ile (1.1)deki 6rneklem  bilgisini
birlestirmektedir.  u,, ~ N (0, Q, )’dir. Q,, P: (m +T )x (m +T )

doniisiim matrisi olmak tizere P'Q,,P=1, Q,, = PP' olacak sekilde,

seklinde ya da,

1
o _|o 0 Lo 0 -
M O ZQ ve QM = 1 ( . )
O -1
v 0 ?Q

formunda pd (pozitif tanimh) bir matristir. Boylece P'u,, ~ N (0, 1 ) olur ve
Py, =PX,B+Pu,
(1.6)
seklindeki doniistiiriilmiiy modele En Kiigiik Kareler (EKK) tahmin

yontemi uygulanabilir. Bunun igin,

(P,yM — P Mﬂ)’(P'yM —P'X]'Mﬂ)=(yM _XMﬂ)’Q;}(yM _XM:B)

2
O

_ (y_Xﬁ),(y_Xﬂ)—l—%(r—Rﬂ),QI(F—Rﬂ)

fonksiyonu /3 'ya gore minimize edilmelidir. Buradan,

-1

b, = [(P’XM ) (P X, )} (Px,) Py,

= (XIIMQ;/IIXM )71X/'\/IQX;yM

(1.7)
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seklinde bilinen bir €, ile en iyi lineer yansiz tahmin edici (BLUE) olan

Aitken Genellestirilmig EKK (GEKK) tahmin edicisi elde edilir. Burada ise
Mixed tahmin edici olarak adlandirilacaktir.

1
—1. 0
’ -1 m' 0-2 ! X
X,Q0x, =[XR'] | X
0o —Q
O-V
1 l; 1 1y -1
() (o2

v

olmasindan dolayi, 2 =7 /o seklinde varyanslarin orani olmak iizere by,

'nin farkl bir formu ise,

-l ' ot
bM{izX')m ! R'Q‘IR} {X%—RQ ”}

o O'2 (72 (72

=(xw + ARQ'R) (xy + ARQ™F)

— (¥ + ARQ'R) (XXb+ AR'Q D) (1.8)
seklindedir. Burada b= (X'X)" X'y, (1.1) modelindeki S'mn EKK
tahmin edicisi ve b, = (R'Q_IR)_IR'Q_IF ise (1.2) kisitindaki S 'nin
6nbilgi tahmin edicisidir. (1.8)' deki yapt b , Onbilgi tahmin edicisi ile b

orneklem tahmin edicisinin agirliklandirilmig matris kombinasyonu seklinde
mixed tahmin ediciyi ifade etmektedir. Yani,

w, =(xx + ARQ'R)' XX
W, = A(Xx +RQ'R) ' RQ'R
olmak iizere
by, =Wb+W,b, (1.9)

yapisindadir.
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2. Bayesyen Regresyon Modeli

Bayesyen regresyon analizinin karakteristigini yansitan 6zellik, analizde
on bilgiye yer verilmesidir. Herhangi bir 6rneklem bilgisi gozlemlemeden
once elde edilen bilgi varsa dagilima 6n (6nsel) dagiim denir. On dagilim
ve orneklem bilgisinden elde edilen dagilima ise son (sonsal) dagilim denir.
Bayesyen yaklagimda, denemeler yapilmadan 6nce parametreye iligkin sahip
olunan 6n bilgi 6n olasilik yogunluk fonksiyonu sayesinde analize dahil
edilir. Ancak 6n bilgi her agamada mevcut olmayabilir veya farkls seviyelerde
on bilgi olabilir. Bundan dolay1 6n dagilimin olusturulmas: bilgi veren ve
bilgi vermeyen 6n olasilik yogunluk fonksiyonu seklinde iki baglik halinde

incelenebilir. Bayesyen yaklasimda £, ..., , Ve O parametreleri birer

rasgele degiskendir ve olasilik dagilimlar: vardir.

¢, f ve o 'yiigeren parametre vektort, y, f (y / ¢) ortak olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip 6rneklem gozlemlerinin bir vektorii olsun.
f (y/ ¢), S ve o igin benzerlik (likelihood) fonksiyonuna benzer ve S ve
o hakkindaki tiim 6rneklem bilgisini igerir. ¢ bir rasgele vektor olarak

alinirsa,

hg.y)=1(y/9)e(0)=g(¢/y)/(¥) (2.1)

esitligi yazilabilir. Burada h, ¢ ve y'nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu, g, ¢'nin olasiik yogunluk fonksiyonu, f, y'nin olasilik

yogunluk fonksiyonunu gostermektedir. (2.1) ile verilen esitlik yeniden
diizenlenirse,

glg/y)= SACE)6) (2.2)

)

olarak yazilabilir. Bu ifade Bayes Teoremi olarak bilinmektedir. g(¢ / y), v
orneklemi elde edildikten sonra ¢ ile ilgili tiim bilgiyi 6zetlediginden dolayz,
¢ igin son olasilik yogunluk fonksiyodur. g(¢), ¢ icin 6n olasilik yogunluk
fonksiyonudur ve ¢ ile ilgili 6rneklem olmayan bilgiyi 6zetler. f (y), P'ya

gore sabit olarak ele alnabilir ve f (y/¢), L(¢/ y) seklinde benzerlik
fonksiyonu seklinde yazilabilirse, (2.2) esitligi,

glg/y)=L(p/v)g(p) (2.3)
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olarak ifade edilir. (1.3) ile verilen genel lineer regresyon modeline Bayesyen

kurali uygulandig1 zaman analizin temelini olusturan siireg,

Son oyf «« On oyf x Benzerlik Fonksiyonu

P(B.o/y)=P(p.0)L(p.o/) (24)
seklindedir. y'= (yl, Vosrero yn), bilinmeyen x ortalamali, bilinen

o’ =0, varyansh normal bir kitleden gekilmis 7 birimlik bagimsiz

gozlemler olsun. g parametresinin son dagilimi (2.4)’den,

wo?)

v,00 ) pl)ply

P(,U
(2.5)

y,0 g ), verilen bir y 6rneklem bilgisi ve

seklinde elde edilir. Burada p(,u

bilindigi varsayilan o, varyans ile 4 parametresinin son olasilik yogunluk

wol)

fonksiyonu olup, p( ,u) ise On olasilik yogunluk fonksiyonudur. p(y

1,02)  seklinde benzerlik

ise bilinmeyen x parametresinin H p(yi
i=1
fonksiyonudur. Yani,

)=o) ] 53,

2
20y 'S

P(y

= (27[05 )_% exp{— 2;2 [VS2 +nlu—p) ]} (2.6)

0

olarak ifade edilebilir. Burada v=n-1, g= (1/ n)z y; oOrneklem
i=1
ortalamas1 §° = (1/ V)Z (yi - [1)2 olan 6rneklem varyansidir. g igin bir
i=1
on dagihm fonksiyonu goz oniinde bulundurmak istenirse, bu parametre
hakkindaki 6n bilginin tek degiskenli normal dagilima sahip ise,

1 1 2
plu)= N exp{— 5o (u—ua)} (27)

olarak ifade edilir. Burada g, ve o aragtirmaci tarafindan belirlenen ve

onun elde ettigi baglangig bilgilerine dayanan 6n ortalama ve 6n varyanstir.
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Buradan Bayes teoremini (2.6)'daki benzerlik fonksiyonu ve (2.7)'deki 6n
oyf ile birlestirerek 4 igin son oyf,

v,02 ) plu)ply]u o)

“e"p{‘%[(”;—f“mfg(u—ﬁ)z}}

plu

a

ocl+o /n 0o + 1,0, In ’
o expl—— 0 ( H94 T Ha0 ] (2.8)
20’0, /n o’ +ol/n
olarak bulunur. Burada g,
E(ﬂ)zﬁazwaaé/n_ ilos /n)’ +ua(01) 20)
ol +og/n (o2 /n)" +(c2)
ortalamali ve
oo, /n 1 (2.10)

Var(u - -
W ot e )
varyansl, normal dagilimli bir son dagilimdir.

2.1. Bayesyen Regresyon Modelinde Kullanilan Bazi On Dagilim
Cesitleri

On dagilim, arastirmacinin elindeki bilgileri analize yansitma aracidir.
On dagihmin segimi aragtirmacinin bilgi ve diigiincesine baglidir. On
dagilimin se¢iminde veya olugturulmasinda ¢ok gesitli siniflandirmalar
yapilabilir. Ornegin, Modern Parametrik Bayesciler, tasarlanmig 6zelliklere
sahip eslenik 6n dagilim belirlemeyi uygun goriirken, Subjektif Bayesciler
¢ogunlukla uzman goriisiinden elde edilen bilgiye gore ortaya ¢ikarilan 6n
dagilimu tercih ederler (Ekici, 2005). Burada genel lineer modelde eglenik
on dagilm ve belirsiz 6n dagilim gesitleri ele alinacaktir. Eglenik 6n dagilim,
on dagiim ile benzerlik fonksiyonu birlestirildiginde elde edilen son
dagiminin da 6n dagiim ile aym fonksiyon formunda oldugu bir
dagilimdir. Eger parametreler hakkinda higbir bilgi yoksa bilgi verici
olmayan ya da belirsiz 6n dagihm seklinde adlandirilan 6n dagihm
kullanilmaktadir.
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2.1.1. Eslenik On Dagilim

u~N (O, o’l ) olmak tizere y, X/ ortalama vektorlii, o>/ varyans

kovaryans matrisli gok degigkenli normal dagilima sahip olsun. Yani y ~

N (X B,o’1 ) v 'nin yogunluk fonksiyonu (verinin olasiligr),

1018.0.8)= o] - b= -19)| @

=
seklinde yazilabilir. Bu da, y ve X iizerine verilmis bir veri kiimest igin /3
ve O 'va bagl benzerlik fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Yani,

Lp.o)=L(B.o)y)=1(v/B.0.X) (2.12)

olur. Benzerlik fonksiyonundaki karesel formu,
(v = XB) (= XB)= (v~ Xb) (y = Xb) + (B ~b) XX (B )
= SSE(b)+(B—b) XX(B-b) (213

seklinde yazabiliriz. Boylece benzerlik fonksiyonu,

B0 a5 55E B (5510 X5~

(27)

oC

G‘Texp{ 2;2 {SSE(b)+(B-by X' X(B - b)}} (2.14)

Burada oc orantilihgi ve sabitlerin anlarak ifadenin basitlegebilecegini
gostermektedir. Iki tiir durumla kargilagilabilir.

Durum 1. (Bilinen o ile) Bu durumda (2.14) esitligi,
1

20°

L) o)~ L (5010 x(5 1)

olarak yazilabilir. Clinkii SSE(b)/ 207 ifadesi B'y1 icermemektedir.
Benzerlik fonksiyonunun bu yapisindan dolayt f'nin 6n dagilimi igin

normal dagilim kullanilabilecegi 6nerilmistir. S, onsel ortalama vektorii ve

o°Q onsel varyans kovaryans matrisli ok degiskenli normal dagilim,
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o7 l/z)exp[z; AL

27[”/2‘029‘

1
207

ocexp[— (ﬁ—ﬂo)'Q‘l(ﬁ—ﬂo)} (2.15)

seklindedir. Daha sonra Bayes teoremi kullanilarak sonsal yogunlugu oransal
on dagilim ile benzerlik fonksiyonun ¢arpimi geklindedir. Yani,

p(B/y) = p(B)L(B)

oC

exp[— 1 {(ﬁ—b)'XX(ﬁ—b)+(ﬁ—ﬂo)'Q‘(ﬂ—ﬁo)ﬂ (2.16)

207

olarak ifade edilir. (8 —b) XX(8-b)+ (8- £,) Q" (8- B,) ifadesi,

=g x+Q' )28 (X Xb+Q'B))+c

=(p-b") Q' (B-b")+c (2.17)
olarak da yazilabilir. Burada ¢ =b'XXb + B/Q' 3, olarak kisaltlmistir ve
B 'y1 igermedigi gortilmektedir. Ayrica burada,

b = (X’X+Q")_1(X’X27+Q",BO)

Q =(xx+Q')" =c-prQp (2.18)
seklindedir ve bu ifadeler de S 'y1igermemektedir. (2.18) kullanilarak sonsal
yogunlugu,

p(B/y)= eXp{— 1 (v ) Q(p-b )} (2.19)

207

-1/2

seklinde yazilabilir. Burada (27[)4/2‘0'2(2* normallik sabitidir. Benzer

sekilde yogunluk b ortalama vektorlii, Q" varyans kovaryans matrisli cok
degiskenli normal dagilimlidir. Bu sonsal yogunlukta genellikle S ~

N (b*,Gzﬁ*) seklinde ifade edilir. Onsel ve sonsalin normal olmasindan
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dolayi, yukarida A igin verinin 6n dagiimi eslenik 6n dagilim olarak
adlandirilir.

Genel olarak ise,

-1
. (xx o (X'Xb+§2‘ﬂoj

b = +
! O'2 0'2 0'2 0'2
|
. (XX ot
Q = — (2.20)
O Gﬂ

olmak {tizere on dagim S~ N (,BO,G;Q) ise son dagilm S~
N(b*,GzQT) 'dir. Ayrica 02 =0’ icin, b =b" ve Q; =Q" olur.

Durum 2. (Bilinmeyen o ile) Bu durumda (2.14)'deki benzerlik
fonksiyonuna yakin bir 6n dagilim s6z konusudur. a > 0, / > 0 olmak tizere

eslenik 6n dagilim,

p(B.0)=p(B/o)p(c)x=
o oM exp{— 21 [(l ~a*+ (8- B,) (B4, )ﬂ (221)

2
O

seklinde bir ortak dagimdir. / >1 ve a > 0 olmak iizere,

plo) « o eXp{%}

ters gama fonksiyonu ile,

1

207

p(/o) o 0 o exp[ <ﬂ—ﬂo)’m<ﬂ-ﬂo)}

kogullu dagilimi ise verilen bir o ile S 'min ¢ok degiskenli dagilimidir.
p(ﬂ, O') = p(ﬂ / O')p(O') esitligi ortak olasilik i¢in ailesel iligkinin benzer
oldugu dogrulanabilir. p(ﬁ , O') 'min 0 >0 igin integrali alindiginda £ 'min
marjinal dagilimi gok degiskenli student t olacaktir.

(2.14)'deki benzerlik fonksiyonu (2.20) ve (2.21)" deki 6n dagilimlar ile
carpidiginda £ ve o 'min son dagilimu,
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p(ﬂ, O'/y) « o’ eXp[Ti_z {Co + (:B —b )’Q*—l (ﬁ -b )}:l (2.22)

elde edilir. Burada n= (T +1+ p) ve ¢, = SSE(b)+ (l —1)612 +c dir.
(2.22)'nin o 'ya gore integrali alindiginda f 'nin marjinal son dagilim,

' ~(n-1)/2
p(ﬁ/y)oc[co w(p-v) (s —b*)} (2.23)

)
n—p-1
gok degiskenli £ dagilimmin yogunluk fonksiyodur.

olur. Buda b ortalama vektorlii, Q varyans kovaryans matrisli

Boylece, f'min son yogunluk fonksiyonu ~ g¢ok degiskenli

t b, % Q" | olur.
n—p-1
2.1.2. Belirsiz On Dagilim

B ve o parametreleri hakkinda bilgimiz olmadigi durumda £ ve

o 'nin ortak 6n dagilimu,

p(B.0)=p(B/c)p(o)

v L (2.24)
(o)

seklindedir. Burada p(ﬂ / O') bir sabit ve p(O'), 1/o ile orantilidir. Bu da
(2.21)'deki B ve o'min 6n dagiimlarmin varyanslarmm Q™' — 0 ve

a —> 0 olmasiyla elde edilebilir. (2.24)'deki 6n dagilim, "belirsiz" 6n dagilim
ya da "uygunsuz" 6n dagilim olarak bilinir. Uygunsuz denmesinin sebebi
olasiik yogunluk fonksiyonunun integrali alindiginda sonsuz g¢ikar ve
olasiliklar toplaminin 1'e esit olma aksiyomunu bozar. Ayrica bu Jeftreys' in
on dagilimi olarak da bilinmektedir (Jeffreys, 1957). Belirsiz 6n dagilim
kullanarak son dagilim,

p.afy)eo " e - L I5SER) + (50X (5B | 229

seklinde elde edilir. Boylece verilen bir o ile fB'nin son dagilimi /S~

N (b, 0'2(X 'X )71) olur. Ancak, o'ya gore integral alindiginda f'nin
marjinal son dagilimi,
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p(B]y)<[SSEW®)+ (8 -b) X' X(B-b)] " (2.26)
SSE(b)

Ir-p
matrisli ¢ok degiskenli ¢ dagihmidir. o hakkinda yorum yapabilmek igin
ortak son dagilimin /3 'ya gore integrali alinmalidir.

(X 'X )_1 varyans kovaryans

olur. Bu da b ortalama vektorlii,

3. Bayesyen Tahmin Edici ve Mixed Tahmin Edici Arasindaki Tligki

B ve o ilizerine eglenik ya da bilgi verici olmayan 6n dagilimlar
kullanildiginda f 'nin marjinal son dagilimi gok degiskenli ¢ dagilimi elde
edilmistir. Boylece S parametresi ¢ok degiskenli ¢ dagilimmin olasilik

yogunluk fonksiyonunun bilinen 6zellikleri kullanilarak analiz edilebilir. Bu
simetrik son yogunluk fonksiyonunun ortalamasi moduna esittir ve
parametrenin Bayes tahmin edicisini saglamaktadir. Bayes tahmin edici
karesel kayip fonksiyonuna gore beklenen kaybin minimum oldugu bir
tahmin edicidir (MELO). (2.26)' dan f ve o hakkinda belirsiz 6n bilgi

oldugu varsayilirsa S 'nin Bayes tahmin edicisi, EKK ya da Maksimum
Likelihood tahmin edicisi (MLE) ile aynidir, yani b = (X 'X )_1 X'y olur.
P ve o lizerine eslenik 6n dagilim kullanilmasi durumunda ise /£ 'nin Bayes
tahmin edicisi (2.18)'den,

b =(xx+a!) (xxp+Q8)
—(xx+o N e+ (xx+Q ) Q8 3

seklindedir. »° tahmin edicisi, veriye ve /3, onsel ortalamaya dayali b 'nin
agirliklandirilmig matris kombinasyonudur. Ayrica b ve f,'n agirlik
matrisleri sirasiyla b ve f'min varyans ve kovaryans matrislerinin
normallegtirilmis ~ tersleridir.  V(b)= (X' X)) ve V(B)=0c'Q
oldugundan V(I’))_1 + V(ﬂ)_1 = Lz(X X + Q_l) olur.
o

Ayrica (3.1)'deki Bayesyen tahmin edici 5" 'daki ikinci parantezin
i¢ine X'X/3, ekleyip ¢ikartma iglemi yapilarak,

b =(xx+ ) [xx(-,)+ (xx+Qt)g, ]

=g +(xx+Q! ) xx(b-5,)
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seklinde yazilabilir. Yada XX = XX + Q™' — Q" esitligi kullanilarak,

b =g, +l-(xx ) ' o-p,) 34

elde edilebilir. (3.1) ve (3.4)'daki Bayesyen tahmin edici 5™ 'in her iki formu
da R=1,A=1 ve r=pf, icin mixed tahmin edici (b, ) olarak
bilinmektedir. Bunun anlamu ise p(ﬂ / O')'mn B, ortalamali, o*Q varyans

kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal dagilimli oldugudur. Boylece
E (v) =0ve E (VV') =o’Q olmak iizere B = f3, +V olarak yazilabilir. Bu

da y=Xf+u modelini r=/, ve¢. R=1 olmak tizere r=Rf+vV

stokastik kisitlar ile ¢ozebilecegimizi gostermektedir. Ancak Bayesyen
sonuglar ile mixed regresyon sonuglar1 benzer olsalar bile yorumlari farklidir.
Bayesyen modelinde £ bir rassal degisken iken mixed regresyon modelinde

degildir.



Berrin Giiltay | 13

KAYNAKLAR

[1] Ekici, O., (2005). Bayesyen Regresyon ve Win-Bugs Ile Bir Uygulama.
Istanbul Universitesi Sosyal Bilimler Enstitiisii, Yitksek Lisans Tezi,
Istanbul.

[2] Graybill, F. A., (1961). An Introduction to Linear Statistical Models. Mc
Graw Hill, New York, 463p.

[3] Jeftreys, H., (1957). Scientific Inference. Cambridge University Press, 2th
Ed. Cambridge, USA, 268p.

[4] Lindley, D. V., (1971). Bayesian Statistics. A Review ( Philadelphia, Pa.:
Society For Industrial and Applied Mathematics.

[5] Lindley, D. V., Smith, A. F. M., (1972). Bayes Estimates for the Linear
Model. Journal of the Royal Statistical Society, B Series, 1-41.

[6] Myers, R. H., (1990). Classical and Modern Regression with Application.
Duxbury Press, California, 488p.

[7] Montgomery, D. C., Peck, E. A., (1992). Introduction to Linear Regression
Analysis. John Wiley and Sons, New York, 526p.

[8] Theil, H., Goldberger, A.S., (1961). On Pure and Mixed Statistical
Estimation in Economics, International Economic Review, 2:65-78.

[9] Vinod H. D., Ullah A., (1981). Recent Advances in Regression Methods.
Marcel Dekker, Inc, 361p.






