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Ozet

Bu galisma kapsaminda genel olarak su konulara deginilmistir. Oncelikle
kodlama teorisi hakkinda bazi genel bilgilere yer verilmistir. Kodlama
tiirlerinden bahsedilerek haberlesme sisteminde kodlama teorisinin énemine
deginilmigtir. Kodlama teorisi dalinda 6zellikle matematigin farklt alanlarr ile
baglanti olugturarak, iletilecek verilerin transfer siirecinde ve saklanmas:
stirecinde dig etkenler sonucu olugabilecek tiim bozulmalan engellemek adina
gesitli caligmalar yapilmugtir.

Golay Kodlarin tarihgesi ile Voyager Programi kapsaminda Satiirn ve Jipitere
firlatllan uzay araglar ile Diinya arasinda veri iletiminin saglanmasi konusunda
bu kodlarin 6nemine yer verilmistir. Sonra Golay Kodlarin tanimi yapilarak
Ikili ve iiglii Golay Kodlarin ozellikleri iizerinde durulmustur. Ikili Golay
Koddijital iletigim sistemlerinde kullanilan bir tiir dogrusal hata diizeltme kodu
olarak gelistirilmigtir. Daha sonra Hamming Kodlarin tanimina ve 6zelliklerine
yer verilmig olup orneklerle agiklamalar yapilmustir. Bilgisayarda verilerin
iletimi esnasinda olusabilecek bozulmalara karg1 gonderilen verilere ilave bitler
cklenerek hatalarin tespit edilmesi hatta diizeltilmesi amaglanmaktadir. Bu
caliymada Golay ve Hamming Kodlarin temel tanim ve 6nemli teoremlerine
ispatlartyla birlikte yer verilmigtir. Ayrica Mitkemmel Kod tanimina deginilerek
Golay Kodlar ve Hamming Kodlarin birer Miikemmel Kod oldugu
kanitlanmistir.  Bu  kodlar iletisim  sistemlerinde olugabilecek hatalarin
diizeltilmesinde oldukga basarili sonuglar vermektedir.

Dr. Ogr. Uyesi, Trakya Universitesi, Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Boliimii,
mustafaozkan@trakya.edu.tr, https://orcid.org/0000-0001-7398-8564

2 Yik. Lis. (‘jgrA Trakya Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, elifbivikli23@gmail.com,
https://orcid.org/0009-0007-9844-0344

@ e d https://doi.org/10.58830/ozgur.pub165.c891 1



SONLU CISIMLER UZERINDE GOLAY VE
HAMMINGKODLARI

1. KODLAMA TEORISINE GIRIS

Kodlama teorisinin miladi olarak Claude Shannon®™un 1948 yilinda
yaymlamis oldugu ‘A Mathematical Theory of Communication’ isimli
makalesi kabul edilir. Baglangi¢ sayilan bu teoriden sonra kodlama teorisi
giiriiltii kanallar1 boyunca giivenilir, hizli veri iletimi ve veri iletimi sirasinda
bozulmaya ugrayan mesaj1 diizeltme gibi konular {izerinde durmustur.
Kodlama teorisi, kodlarin 6zelliklerini ve bunlarin belirli uygulamalar igin
uygunlugunu inceleyen bir teoridir.

Kodlama tiirleri dorde ayrilir;

1. Veri Sikigtirma
2. Kanal kodlama
3. Gizlilik Kodlama
4. Hat Kodlama
1. Veri Sikistirma (Kaynak Kodlama)

Verimlilik esasina dayali olarak kaynak simgelerinin en diisiik yapida nasil
temsil edilecegi problemidir. ASCII kodlamasi kaynak kodlamaya en temel
ornek olarak verilebilir. Her bir karakteri 8 bitlik byte’a gevirir.

2. Kanal Kodlama (Hata Diizeltme)

Kaynak simgelerinin birbirlerinden uzak olacak gekilde nasil gosterilecegi
problemidir. Meydana gelebilecek kiigiik degisikliklere(giiriiltii) ragmen
sonugta degisen simgelerin fark edilmesi ve hatalar1 diizeltebilmesi miimkiin
olmaktadir. Hamming Kodlar, Reed Solomon Kodlar, BCH kodlar, Reed
Miiller kodlar vs.

3. Gizlilik Kodlama(Sifreleme-Kriptografi)

Sifreleme bunlardan farkli olarak gonderilen veriyi ¢esitli algoritmalara
gore bir anahtar ile karmagik hale getirmektir. Boylece kanal boyunca iletilen
kod sozciiklerinin bozulmaya ugrama oranlar1 azalir. Ornegin RSA, DES,
AES gibi sifreleme algoritmalar1 bunlara 6rnek verilebilir.

4. Hat Kodlama

Tletim ortamimin 6zelliklerine gore iletilecek olan isareti uygun hale
getirip, bozucu dig etkenlerden minimum diizeyde etkilenebilecek sekilde ve
en az bant genigligi kullanabilecek bigimde olugturma iglemidir.
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Kodlar, verimli ve giivenilir bir sekilde veri aktarim yontemlerinin
olugturulmast amaciyla gesitli bilimsel disiplinler tarafindan incelenir. Birgok
bilim dalinda kodlama teorisi 6nemli bir yere sahiptir. Bunlardan bazilarini
sOyle siralayabiliriz:

e Matematik

e Bilgisayar Bilimleri,

e Bilgi Teorisi,

e Elektrik-Elektronik Miihendisligi
e Haberlesme alaninda

Basit bir haberlegsme sistemi su sekilde gosterilebilir;

Alici

Mesaj W: Kodlama : Kod :

Kaynagi Cozme

Giirtiltd W'
Sekil 1. Hata Dogrulama

Giinliik hayatin  vazgecilmez bir biitlinii  haline gelen iletisim
sistemlerinde, hatasiz ve hizli bilgilerin iletiminin gerekliligi 6nemli bir konu
olarak kargimiza ¢ikar. Haberlesme sistemlerinde bilgilerin iletilebilmesi igin
vericiden gonderilen mesaj isareti, igaretin gonderildigi kanaldan ve ayrica
verici ile alici devrelerinden kaynakli olacak sekilde isareti bozucu dig
etkilerden dolayi, bozulmaya ugrar ve dolayisiyla alicidan gonderilenden
tarkli bir bilgi alnabilir. Bu durum haberlesme sisteminin hatali mesaj
gondermesi olarak ifade edilir. Kodlama teorisinin amaci, dijital bilginin
iletilmesi veya saklanmasi esnasinda olugabilecek hatalari tespit etmek, eger
hatalar olusmus ise bu hatalar1 diizeltmektir.

2. GOLAY KODLAR

Golay Kodlar 1940’larin sonlarinda Marcel J.E. Golay tarafindan
kestedilmistir. Marcel Golay matematigin ger¢ek diinyadaki uygulamalarina
yaptig1 katkilarla taninan bagarili bir matematikgi ve bilgi teorisyenidir.
Golay miitkemmel kodlar1 aradi. Matematikgilerin ok ilgisini geken
mitkemmel kodlar en iyi kodlar olarak adlandirilir. Golay kodlar1 da
mitkemmel kod Ornekleridir. Goriiniise gore Golay Kodlar1 ikili ve tiglii
kodlarin olmasi anlaminda esasen benzersizdir. Onlarla ayni parametrelerle
onlara egdeger gosterilebilirler.

Tanmm?2.1 ([4]) : G, 12x24 matris olsun.
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G = (I2/4)

I, 12x12 birim matris ve A 12 x24 matris olsun. Urete¢ matrisi G olan
ikili dogrusal koda genigletilmis ikili Golay Kodu denir veG,, ile gosterilir.
Ayni zamanda iireteg G matrisli dogrusal koda denk olan diger tiim kodlara
da genisletilmis ikili Golay Kodu denir. Burada A matrisi su sekildedir.

011111111111
111011100010
110111000101
101110001011
111100010110
A=111000101101
110001011011
100010110111
1001 01101110
101 011011100
110110111000
1 01 101110001

Genigletilmis ikili Golay Kodu Nasa tarafindan vyiiriitillen Voyager
programi kapsaminda kullanildi. Voyagerl ve Voyager2 uzay araglar1 1977
de Jipiter ve Satiirn’e dogru firlatilmis olup gezegenlere ait uydularin
ayrintih fotograflarini elde eden ilk galisma olmugtur. Voyager giiniimiizde
Diinya’ya veri iletmek amaciyla diizenli ve etkin bigimde komutlar1 almak
igin derin uzay ag ile iletigim kurmaya devam etmektedir.

Onerme 2.1 ([4]):Genellestirilmis ikili Golay Kodun 6zellikleri;

1. G, ’tin uzunlugu 24 ve boyutu 12°dir.
il. Gy, igin bir parite kontrol matrisi 12X 24 matrisidir.
H = (A/lL)
iii.  G,4 kodu bir kendi-dual koddur. Yani;
Gz = Gy
iV. Gy, igin bagka bir eslik kontrol matrisi 12x24 matrisidir.
H' = (I;2/4) (=06)
V.  Gy4icin bagka bir tirete¢ matrisi 12X24 matrisidir.
G'=(A/L;) (=H)
Vi.  G,,’ teki her kod sozcligiiniin agirlig: 4tin katidir.
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vii.  Agirhgi 4 olan kod sozciigii G,4¢ de yoktur. Bu nedenle
G, Uin mesafesi d=8 dir.
viil.  G,4 kodu tam olarak ti¢ hata diizeltme kodudur.

Kanit ([4]):

i. Tanimdan anlagilmaktadir.

ii. Teorem: Eger G = (I;,/X) standart form olusturucu matris
ise [n,k]-kodu C ise o zaman C igin bir parite kontrol matrisi H =
(XT/I,_;) olur.

Ispat: H.GT = 0 denklemi saglanir.

Son n — k koordinat dikkate alinarak H satirlarinin dogrusal
olarak bagimsiz oldugu agiktir.

iii. G matrisinin satirlarinin ortogonal (dik olduguna) dikkat
edelim yani; 7; ve 7; satirlart i¢in 7y - 7; = 0 dir. Bu Gy4alt kilmesi
veya esittir Gy, anlamindadir. G,, ve Gy, boyutlart 12°dir. G, =
Gy, dir.

iv. G3,Un bir parite kontrol matrisi G, = G3, ‘Un bir tretici
matrisidir. G boyle bir matristir.

v. Gj,tin bir tretici matrisi Gy, = G3, ¢ in bir parite kontrol
matrisidir. H boyle bir matristir.

vi. vG’de bir kod sozciigii olsun. wt(v)'nin 4’tin kat1 oldugunu
gostermek istiyoruz. »’ nin G’nin satirlarmin  lineer  bir
kombinasyonu olduguna dikkat edelim. 7; G’nin 7. satirim
gostersin.

Ilk olarak »nin G’nin satirlarindan biri oldugunu varsayalim. G’ nin
agirhig 8 veya 12 oldugundan »” nin agirligr 4%in katidir. Sonra » G’ nin
iki farkli satirmin toplami olsun. (r; +1)r; ve 7 agirhiklant 4%¢
boliinebilir oldugundan (r; +7;) de 4’in katidur.

Bu sekilde timevarimla devam edilerek ispat1 bitirebiliriz.

vii. G’nin son satirmnin agirhig 8 olan bir kod sozciigii olduguna
dikkat edelim. Bu gergekle birlikte 6nermenin (vi). ifadesi ile d=4
veya 8 oldugunu ima eder.

Gy, “Un wt(v) =4 olan sifir olmayan bir » kod sozciigii
igerdigini varsayalim. »’yi (v, + v,)olarak yazalim. Burada v, ilk 12
koordinattan olusan (12 uzunlugunda) vektordiir vewv, , son 12
koordinattan olugsan (12 uzunlugunda) vektordiir. O zaman
agagidaki durumlardan biri gergeklegmelidir.
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Durum 1: wt(v,) = 0ve wt(v,) = 4 olsun. (Agirlik O ve 4)

Bu muhtemelen olamaz ¢iinkii, iirete¢ matrisi Gye
bakildiginda bu tiirden tek kelime 0°dir agirhik 0°dur.

Durum2:wt(v,) = 1 ve wt(v,) = 3

Bu durumda yine G’ ye bakilarak », G’nin satirlarindan biri
olmalidir ki; Bu da yine bir ¢eligkidir.

Durum 3:wt(v,) = 2 ve wt(v,) =2

O halde », G ’nin iki satirinin toplamudir. Bu tiir toplamlarda
hi¢birinin wt(v,) = 2 vermedigini kontrol etmek kolaydir.

Durum 4: wt(v,) = 3ve wt(v,) =1

G'bir iireteg matrisi oldugundan » G’ niin satirlarindan biri
olmali, bu agikea geliski veriyor.

Durum 5 : wt(v,) = 4ve wt(v,) =0
Bu durumda G yerine ¢’ kullanilinca durum I’e benzer.

Tiim bu durumlarda geliskiler elde ettigimiz i¢in d=4 imkansizdur.
Boylece d=8 olur.

viii. Teorem: Bir C-Kodu, ancak ve ancak d(C) = 2v + 1 ise »-
hatasi diizelticidir. Yani; d mesafesine sahip bir kod tam olarak (d —
1)/2 hata diizeltme kodudur. Dolayisiyla tam olarak 3 hata
diizeltme kodudur.

Tanmm 2.2 : G ; 12 x 23 matris olsun.

G = (I12/ A)

Burada I;,; 12 X 12 birim matristir.

A |, A’nin son siitunu silinerek elde edilen 12 x 11 © lik matristir. Ureteg
matrisi G olan ikili dogrusal koda bir ikili Golay Kodu adi verilir. G,3 ile
gosterilir.

G,,’ te ki her kod kelimesinin son koordinat: silinerek elde edilen ikili
Golay Kodu alternatif kod olarak tanimlanabilir.

Ikili Golay Kodun Ozellikleri

i. G,3’tin uzunlugu 23 ve Boyutu 12°dir.

ii. Go3 i¢in bir parite kontrol matrisi 11 X 23 matris
H= (AT/ I11)

iii. G,3’iin genigletilmig kodu G, tiir.

iv. G,3’in mesafesi d=7 dir.

V. G,3 kodu tam olarak ii¢ hata diizeltme kodudur.
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Uglii Golay Kod

Tanmm 2.3 : B’nin 6 X 6 ‘hik matris oldugu, tirete¢ matrisi G = (I¢/B)
olan iglii dogrusal kod olarak G;,’den genisletilmig koda {iglii Golay Kod

denir.

011111
101221
p_|1 10122
121012
122101
112210

Not: Yukaridaki koda denk olan herhangi bir dogrusal kod genigletilmis
tiglii Golay Kodu olarak da anilir.

Tanim 2.4 : Uclii Golay Kodu G4, G15’yi son koordinatta delerek elde
edilen koddur. Gi; in Hamming smnirmi kargiladigini ve bu nedenle
miitkemmel bir iiglii [11, 6, 5] kodlu oldugunu dogrulayabiliriz.

Miikemmel Kodlar

Tanim 2.5 ([9]): Eger 4’lu bir kod Hamming sinirina ulagabilirse yani;
-4
i (D
Esitligini saglayan kodlara mitkemmel kod denir.

Miikemmel olan {ig tane ikili kod vardir. Bunlar; Tekrarli Kod, Hamming
Kodlar1 ve Golay Kodlardir.

Lemma 2.1 ([9]) : G,3 =[23,12,7] parametreli kod, miikemmel
koddur.
2
v31(3)

Kanit ([9]) : M = esitligi saglanirsa bu kod mitkemmeldir.

. 23\ 23\ (23 »
V3) = (0)+(1)+(2)=1+23+253+1771=2048=2

223 211

M=212=___—— _
211 V1(3)

Boylece G,3 kodu mitkemmeldir.

3. HAMMING KODLAR
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Richard Hamming tarafindan 1940’1 yillarin sonunda icat edilen
Hamming Kod lineer hata diizelten bir koddur. Hamming Kodlar: tek bitlik
hatalar: saptayip diizeltebilirken iki bitlik hatalar1 da tespit edebilir. Her veri
kelimeleri {izerinde bir ¢ok sayida egitlik denetimi gergeklestirilerek
Hamming Kodlama yapilir. Egitlik denetimine iliskin ek bitler veri kelimesi
ile birlikte gonderilir. Herhangi bir GF(q) sonlu cismi iizerinde
tanimlanabilmektedir. Hamming kodu en uygun bigimde, eslik-denetim
(parity-check) matrisi ile belirtilir.

Tanim 3.1 ([6]): 7, sifirdan biiyiik bir tam say1 ve H; siitunlari, (F;)™ in
vektorleri sifirdan farkli olan bir r x (2" — 1) seklinde matris olsun. H eslik
denetim matrisi olan bir koda, ikili (binary) Hamming kodu denir. Ham
(r,2) ile gosterilir.

1. Ham (r,2) kodunun uzunlugu n =2" -1, boyutu k =
n —rgeklindedir. Burada r =n —k, her bir kod sozciigiindeki
kontrol sembollerinin sayidur.

2. H nin siitunlar karigik bir sirada alinabileceginden, verilen »
tane tamsay1 i¢in Ham (7, 2) kodu, denk kodlardan biridir.

3. Ikili Hamming Ham (r,2) kodu, bir [2"—-1,2" -1 —

3 ] koddur.
Teorem 3.1 ([6]) : Ikili Haimming Kod Ham (7, 2), r > 2 igin;

1. Bir[2"—-1,2"—-1—r] - koddur.

2. Minimum uzaklig: 3’tiir. (Bu ylizden tek hata diizeltir.)

3. Bir yetkin koddur.

Ornek 3.1 : 7 = 3 icin Ham(3,2) yi olugturalim.

(GF(2))? sifirdan ve birbirlerinden farkli vektorlerini siitunlara yazarak
bir H matrisi olugturalim.
0 0 01 1 11
=011 0 0 1 1] olsun bu matriste elementer satir
1 01 0 1 0 1l3x
islemleri yaparak H matrisini standart formda yazalim.

0001111 rﬁr1+r201111oorﬁl+r3
H={0 1 1 0 0 1 1 1001 1|—
1010 1 0 1l 10101
0111100Tﬂ2+r30111100
011001 1{—>{1 0110 1 0folur
1101001 1101001

Buna gore;
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01 1 1 2 é }
-A"=11 0 1 1 , A=
11 0 1 Lo
3X4 1 1 1 4x3
Olur. Buradan,
10 00 0 1 1
_ _ 101 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1l
Matrisini buluruz. Béylece Ham(3,2) bir [7,4,3]-koda denktir.

Ornek 3.2 : r = 3 alinirsa
(23-1,22-1-3,3) =(7,43) Kodu elde edilir.

Bu kodun Hamming sinir1 hesaplanirsa

2421:(Z>=24(1+7) =27

i=0
Bu durumda (7,4,3) Hamming kodu miikemmel bir koddur.

Ornek 3.3 : 11000100 sckiz bitlik veri sozciigiimiiz olsun. Hamming
Kodlarin parity-check bitleri bulunarak nasil hesaplandigini ve hatayr nasil
tespit ettiklerini gosterelim. Ilk olarak kag parity bitimizin oldugunu
bulalim;

m+r+1 < 27 (m verimizin kag bitlik oldugunu temsil ederken 7 ise
kag parity bit kullanacagimizi temsil eder)

8+r+1 <27
9+r=< 2"
r = 4 (kag parity bit olacagini ifade eder.)
Simdi de kod kelimemizin kag bitli olacagini bulals;
n=m+r
n=8+4
n = 12 (Hatay1 bulmak i¢in génderilen kod kelimemizin bit sayisidir.)

Part bitlerimiz 2" seklinde yazilabilecek yerlerde bulunmali.

D1 D2 P3 Pa Ps Pe Pz Ps Pa Pio | P11 | P12
? ? 1 ? 1 0 0 ? 0 1 0 0
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20 21 22 28

p. = (3,57,911) = 116000H0 = 0

p, = (3,6,7,10,11) = 1©000H1B0 = 0

ps = (5,6,7,12) = 16090B0 = 1

ps = (9,10,11,12) = 091H0PHO = 1

001110010100 bu 12 bitlik veri bizim yeni verimizdir.

pP1 | %] P3 Pa Ps Pe Pz Ps P9 P10 P11 P12
0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0

20 21 22 23

Simdide check bitlerimizi bulacagz;

¢ =(1,35,7911) = 0919100H0H0 = 0

¢, =(2,3,6,7,10,11) = 00100H0H1H0 =0

¢y =(345910,11) = 161H1G0P1H0 =0

cg = (4,56,7,12) = 19100000 = 0

C = cgcacyc; = 0000 C = 00ldugundanhata yoktur.
Eger € # 0 Hata vardir. C’nin degeri hatanin yerini gosterir.

Ornegin C = 0101 olsaydi 22 + 2° = 5tir. Bu da bize 5. bitte hata
oldugunu gosterirdi.

Teorem3.2 : GF(q) tizerinde eslik- denetim matrisi H olan bir dogrusal
kod, C olsun. C’nin en kiigiik mesafesinin (uzakliginin) 4 olmast igin gerek
ve yeter kogul; H nin siitunlarindan segilen her (d — 1) tane siitununun
determinanti sifirdan farkli yani lineer bagimsiz, fakat lineer bagimli 4 tane
stitunun var olmasidur.

Ham (7, q) nun Olusturulmasi
Lineer bir [n,n — 7, 3] seklinde kod kurmaya galisalim.

Burada d = 3 alinmistir. Yani C’nin, minimum mesafesi 3 olan bir kod
olmasi i¢in, H nin her siitun ikilisi, (d — 1 = 3 — 1 = 2 oldugundan) lineer
bagimsiz olmak zorundadir. O zaman H nin siitunlar sifirdan farkli ve biri,
digerinin skaler kati olmamahdir. (Skaler dedigimiz, GF(q) nun
elemanlaridir.)
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(Fp))" = (GF(q))" nin q" — 1 tane elemam sifirdan farkhidir. Bunlar

-
. el . -1
igerisinde; biri digerinin skaler kati olmayanlarin sayist ise, —‘; T dir.

% tane vektor, stitunlara yazilarak H matrisi olugturulur.
Ornek 3.4 : Ham ( 2, 7 ) iin;
r=2,q=7dir.

g -1 7°-1_
g-1 7-1 "

8

Tane, birbirlerinin skaler kati olmayacak, sifirdan farkli vektor vardir.
Bunlar Siitunlara yazilarak H matrisini olugtururuz.

H:[O 1 11 1 1 1 1]71—’T1+Tz
1 01 2 3 4 5 6
:[1 1 2 3 4 5 6 0] r1~(-1)7rq
1 01 2 3 4 5 6
:[6 6 5 4 3 2 1 OJTZ—’(—UTZ
1 01 2 3 4 5 6
=[6 6 5 4 3 2 1 O]Tz—’TZ‘Zrl
6 0 6 54 3 2 1
:[6 6 5 4 3 2 1 0]
1 2 3 45 6 01
Buradan;
_ar_[6 6 5 4 3 2
A _[1 2 3 45 6]
6 1 1 6
6 2 1 5
|5 3 12 4
A=y 40 4T3 3
3 5 4 2
2 6 5 1
Matrisleri elde edilir.
1 1
1 2
_1,.2 3 ) .
G= 14.3 4 seklindedir.
4 5
5 6

4X6



KAYNAKCA

[1] M. J. E. Golay, “Notes on digital coding,” Proceedings of the IRE, vol.
37,no0. 6, p. 657, 1949.

[2] E. R. Berlekamp, “Decoding the Golay code,” JPL Technical Report,
vol. 32-1526, pp. 81-85, 1972.

[3] Raymond Hill, “A First Course in Coding Theory”, Oxford Unv Press,
1986.

[4] S. Ling and Chaoping Xing “Coding Theory A First Course”,
Cambridge Unv Press, 2004.

[5] S. Roman, “Coding and Information Theory”, Graduate Text in
Mathematics, Springer Verlag, 1992.

[6] M. OZKAN and F. OKE "On Gray Images of Constacyclic Codes" ITM
Web of Conf.,, Volume: 22, pp: 01047-1-6, doi
10.1051/itmconf/20182201047, 2018.

[7] J. Hamkins, “The Golay Code Outperforms the Extended Golay
CodeUnder Hard-Decision Decoding” ,arXiv:1602.05620v1, arXiv.
Org, 2018.

[8] M. Ozkan, B. Yenice and A. T. Giiroglu "Constacyclic and Negacyclic
Codes over F2 + uF2 + vF2 and their Equivalents over F2"
Fundamental Journal of Mathematics and Applications (FUJMA), Vol
:5 (4), pp: 228-233, ISSN: 2645-8845,
doi:10.33401/fujma.1124502,2023.

[9] I.Kalkan ‘Rank Metric and Codes ‘Graduate Text in Mathematics 2012.



