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Onsoz

Harmonik analiz, fonksiyonel Analiz ve operator teori alanlarinda, klasik operatorlerin (=
singtiler, maksimal, Riesz potansiyellerivb.) ¢esitli fonksiyon uzaylarindaki esitsizliklerinin galigmalar:
¢ok 6nemli bir yer tutmaktadir. Analiz alaninda pek ¢ok konunun, gesitli gereksinmeler sonucu
ortaya konularak ve zamanin problemlerine cevap verecek sekilde gelistirilerek olgunlagtiriimasi,
bu konular hakkinda bir¢ok ¢aligmanin ve eserin ortaya ¢ikmasina da neden olmustur. Morrey
uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin bir uzantisi olarak kabul edilebileceginden, Morrey uzaylari tizerinde
multilineer integral operatorlerin sinrlihigini incelemek dogal ve 6nemlidir. Bu baglamda pek gok
aragtirma Morrey tipi uzaylar teorisindeki bazi bogluklar1 doldurmak i¢in Morrey uzaylarini temel
alan fonksiyon uzaylarina odaklanmaktadir. Pek ¢ok aragtirmaci Morrey tipi uzaylarin, diferensiyel
denklemlerle olan iliskisi ve diferensiyel denklemlerin Morrey tipi uzaylardaki esitsizliklerde ¢ok
kullanilir olmast nedenleriyle, Morrey tipi esitsizlik problemlerine gitgide daha gok girmeye
baglamiglardir. Bu nedenle de bu konunun 6nemi gittikge artmaktadir. Fakat bu konular buranin
kapsamini agtigindan burada detaylar1 gegiyoruz. Bu ¢aligmada, genellestirilmig agirlikli Morrey
uzaylar1 iizerinde multilineer operatorlerin sharp (keskin) tahminleri kullanilarak, Littlewood-
Paley operatorii ve Marcinkiewicz operatorii ile ilgili bazi multilineer operatorlerin agirlikli
siirhiliklart elde edilmistir. Bu ¢aligmanin iki amaci vardir. Birincisi, multilineer Littlewood-Paley
ve Marcinkiewicz operatorleri igin bazi sharp (keskin) esitsizlikler olusturmaktir. Tkincisi ise bu
esitsizlikleri genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylar1 tizerinde multilineer operatorlerin agirlikls
siirhiigint ispatlamak igin kullanmaktir. Bu ¢aligma ayni zamanda reel analiz ve Olgii teorisi
hakkinda biraz bilgisi olan lisansiistii 6grenciler igin de uygundur.

Oldukga gii¢ ve yiiksek sorumluluk gerektiren bir isi iistlenmenin getirdigi zorluklara ragmen,
ilgili 6grencilere yiiksek diizeyde fayda saglayacagini diigiindiigiim bu eseri hazirladigim igin ¢ok
mutluyum.

Uzun ve yorucu bir ¢aligma sonrast hazirlanan bu kitabimizda, gerekli titizligin gosterilmesine
ragmen yine de bazi eksik ve yanliglarimizin olabilecegi kuskusuzdur. Unlii dilbilimci Pierre
Larousse sozliigiiniin Fransizca ilk baskisindaki:

“Yanlig ve eksik, sozliiklere taninmig ayricaliktir.”

soziinii bu eser i¢in de kabul edeceginizi umar, yanls ve eksikliklerimizi bize bildirmenizi
rica ederiz. Ayrica, bu kitabin yazim siirecinde destek ve anlayiglariyla her an yanimda olan ve
benim bugiinlere gelmemde biiyiik emek ve fedakérliklarda bulunan canim aileme ve son olarak
bu kitaptaki ¢aligmalari derleyen, toplayan ve okurlarin istifadesine sunan Ozgiir Yaymevinin
caliganlarina tegekkiir ve giikranlarimi sunmayi bir borg bilirim.

Saygilarimla.....
Dog. Dr. Ferit GURBUZ

Kirklareli Universitesi

1ii



Bu kitabr; 1993 yilinda elim bir trafik kazasinda kaybettigimiz canim abim Ferdi Giirbiiz’e ve
2018 yilinda elim bir hastalik sonucu kaybettigimiz, bana gore diinyanin en iyi babasi olan, canim
babam Mithat Giirbiiz’e ithaf ediyorum.
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Singiiler integraller ve maksimal fonksiyonlar konusundaki geligmeler 20.
yiizyihin sonlarinda Mihlin, Calderén, Zygmund, Hardy ve Littlewoodun
caligmalarina dayanmaktir. Bu konular, kismi diferensiyel denklemler, har-
monik analiz, fonksiyonel analiz ve operator teori alani gibi dallarda genis yer
tutar. Hardy ve Littlewood [12] 1930 yilindaki bir ¢galigmalarinda f : R" — C
olciilebilir fonksiyonu verildiginde onun M (f) (x) maksimal fonksiyonunu

Mmubwmm;m/Wﬂw@

r>0
Q(z,r)

seklinde tamimlamiglardir. Burada, @ (x,r); kiip, koni, disk veya yuvar ola-
bilir. Ayrica bu yazarlar makalelerinde M (f) () maksimal fonksiyonunun
LP uzaylarmdaki konumunu da incelemiglerdir. Daha sonraki yillarda M (f)
fonksiyonunun LP uzayimda Poisson ve Weierstrass integralleriyle iligkileri
verilmistir (bakimiz:[21]). Fakat bu konular bu galigmanin kapsamim agtigin-
dan burada detaylar1 geciyoruz.

Bu galigmada ¢nce maksimal fonksiyonlar ile agirlik fonksiyonlariin ézel-
liklerini verdik. Sonra, x merkezli ve kenarlari eksenlere paralel olan r uzun-
luklu @ kiipii tizerindeki bir f fonksiyonunun

1
m-wqﬂw@

ortalama degerini goz oniine alarak, f € L;,.(R™) igin
5 [ 1£0) = Jald
TAT Y) — Y
Q1) ¢

@ iizerinde f fonksiyonunun ortalama salinimimi tamimladik. Bunun sharp
maksimal operator ile iligkisini ele alarak, calismamizin esasini olusturan
BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayin tanimlayarak bu uzayin sharp
maksimal fonksiyonu ile iligkisini verdik. Ayrica, BM O uzay: ile L*™ uzayimin
normlarimi kargilagtirdik. Sonra, ¢alismamizin temelini olugturan multilineer
Littlewood-Paley ve Marcinkiewicz operatorlerini tanittik ve tzelliklerini in-
celedik. Daha sonra, calisgmamizda kullandigimiz lemmalar1 ve ana sonu-
cumuzu ispatlariyla birlikte verdik. Sonug olarak, bu ¢aligmanin iki amaci
vardir. Birincisi, multilineer Littlewood-Paley ve Marcinkiewicz operatorleri
i¢in baz1 sharp (keskin) esitsizlikler olusturmaktir. Tkincisi ise bu esitsizlikleri
genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylar iizerinde multilineer operatorlerin
agirliklh simirhihigini ispatlamak igin kullanmaktir.
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Morrey uzaylar: Lebesgue uzaylariin bir uzantisi olarak kabul edilebile-
ceginden, Morrey uzaylar: iizerinde multilineer integral operatoérlerin sinir-
liligin1 incelemek dogal ve ¢nemlidir. Bu yiizden, Morrey tipi uzaylara ve
multilineer operatorlere harmonik analiz alaninda biiyiik ilgi duyuldugu ve
birgok yazar tarafindan genig gapta ¢aligildigr iyi bilinmektedir (bakimiz:[6,
9, 11, 14]). [6] de multilineer singiiler integral operatorlerin simirhligi elde
edimigtir. [14] de multilineer singiiler integral operator igin degisken sharp
tahminler elde edilmistir. [17, 18] de, yazarlar multilineer komiitatorler igin
baz sharp (keskin) tahminler elde etmislerdir.

Diger taraftan, agirhikli egitsizlikler Fourier analizinde ¢nemli bir yere
sahip olup ¢ok cesitli uygulamalara sahiptir. Ozellikle, agirlik teorisi Lip-
schitz bolgeleri iizerinde Laplace denklemi icin sinir deger problemleri calis-
malarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Agirlikh esitsizliklerin diger uygu-
lamalar1 extrapolasyon teorisi, vektor degerli esitsizlikler ve lineer olmayan
kismi diferensiyel denklemlerin bazi simiflar: icin hesaplamalar: icerir. Hardy-
Littlewood maksimal operatoriiniin LF(w) = LP(R™, w) agirhikh LP uzaym
kendi tizerine dontistiiren Muckenhoupt karakterizasyonu, A, sinifinin tanim-
lanmasina ve agirlikli esitsizlerin gelismesine yardimci olmustur.

Bir agirlik fonksiyonu, hemen her yerde porzitif lokal integrallenebilen
w : R" —[0,00) bir fonksiyondur. Buradan agirhklarin sadece sifir Lebe-
gue Olciilii bir kiime iizerinde sifir ya da sonsuz oldugu anlagilir. Eger w bir
agirlik ve 1/w lokal integrallenebilir ise bu durumda 1/w fonksiyonu da bir
agirhiktir.

Verilen bir w agirligr ve bir E olgiilebilir kiimesi igin

notasyonunu F kiimesinin w-ol¢iisiinii gostermek icin kullanacagiz. Agirhiklar
lokal integrallenebilir fonksiyonlar olduklarindan bir yuvar tarafindan icerilen
biittin £ kiimeleri i¢in w (E) < oo olur.

Qalisma boyunca, ¢, R, iizerinde pozitif, artan bir fonksiyonu ifade ede-
cek ve t > 0 icin

¢ (2t) < Co(t) (1)

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir diyecegiz. Yukaridaki (1) esitsizligini
saglayan ¢ fonksiyonuna doubling sartini saglar diyecegiz ve ¢ bu sarti sagladiginda
kisalik igin ¢ € A, bigiminde yazacagiz.

Simdi baz1 gerekli tamimlari ve notasyonlar: verelim. Bu calisma boyunca
@), R™ de kenarlar1 eksenlere paralel olan bir kiipii ifade edecektir. ) =
Q (o, 1) ile zo merkezli ve kenar uzunlugu r olan kiipii gosterecegiz. Verilen
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bir @ kiipii ve 6 > 0 icin 6@ ile @) nun merkezine sahip ve kenar uzunlugu
@@ nun kenar uzunlugunun ¢ kat1 olan kiipii gosterecegiz. Ayrica, calisma
boyunca C' farkl sabitleri gosterecektir.

Matematiksel analizde, kiime iizerindeki bir o¢l¢ii, bu kiimenin her bir
uygun alt kiimesine bir say1 atamanin sistematik bir yoludur ve sezgisel
olarak kiimenin boyutu olarak yorumlanir. Bu anlamda 6l¢ii; uzunluk, alan
ve hacim kavramlarinin bir genellegtirmesidir diyebiliriz. Her « reel degeri igin
{z: f (z) > o} kiimesi 6lgiilebilir ise f fonksiyonu R" de Lebesgue dl¢iilebilirdir.

Bir £ C R" slgiilebilir kiimesinin Lebesgue olgiisii |E| = / dx ile ve E

E
nin karakteristik fonksiyonu

(z) = 1 z € Fise
XeW) =0 2 ¢ Eise

ile gosterilir. Ornek olarak, 3-boyutlu uzayda S : 22 + y? + 22 < 9 kiiresi
diisiiniiliirse, bu kiirenin 6l¢iisii onun hacmidir ve 36wbr3 diir. Ancak S nin
yiizeyi I ile gosterilirse I 3-boyutlu uzayda dejenere bolge olarak adlandirilir
ve Olciisii sfirdir. Sonug olarak S : 22 + y? 4+ 22 = 9 kiire yiizeyinin olciisii
sifirdir. Benzer sekilde, n = 2 oldugunda S : 22 +1? < 9 diskinin 6l¢iisii onun
alamidir ve simirmin dlgiimii sifirdir. 1-boyutlu uzayda S = [a, b] ise 6lgiisii
araligin uzunlugu, yani b — a ve simirimin 6lgiimii, yani I' = {a, b} nin 6lgiisii
sifirdir.

R", n—boyutlu Oklid uzayi; z.y = ijyj i¢ carpimi ve buna kargilik
j=1

1
n 2
elen |z| = x? normu ile xq,...,x, € R™ olmak iizere tim z =
7 ) ) n
j=1

(21, ..., ;) noktalarmin kiimesidir. R™ iizerinde dx = dx;...dz, ile Lebesgue
olciisiinii gosterecegiz. o’ ile her zaman z e karsilik gelen birim vektoriinii kast-
edecegiz, yani, herhangi bir = # 0 igin 2’ = a7 dir. Sl ={r e R":|z| = 1},
n boyutlu R (n > 2) Oklid uzayimda birim kiireyi ve dz’ onun yiizey 6lciisiinii
temsil eder.

Tanim 0.1 X bir lineer uzayr olsun. Eger bir
l: X =R  z—z|

fonksiyonu asagudaki sartlary saglyorsa ||| fonksiyonuna X fdzerinde bir
norm denir.
(N1) ||z >0 ve|lz| =0 2=0
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(N2) [laz]| = la] [[z]], (o € F)

(N3) [l +yll < [lz]l + [lyll -

Burada, F' reel ve kompleks sayilar cismini gostermektedir.

X bir lineer uzays olsun. ||-|| : X — R fonksiyonunun = deki degerini ||z ||
ile gosterelim. Bu fonksiyon norm sartlarinda (N1) sartine saglamazsa ||-||
fonksiyonuna X dzerinde bir yari-norm denir.

Ornek 0.1 Eger normlu bir uzayda x ve y vektorleri icin ||z + y| = ||=| +
ly|l ise bu durumda tim X\, p > 0 skalerleri igin || Mz + py|| = X ||=|| + ||yl
oldugunu gosteriniz.

Coziim 0.1 Eger \ > i ise, bu durumda

Ml +pllyl = A+ pyll = 1A (@ +y) + (1= Ayl
> M +yl == p) llyll = Mzl + wllyll

elde edilir. Boylece, tiim \, p > 0 i¢in || Az + pyl| = M|z|| + w1yl esitligi

saglanar.

Ornek 0.2 f € C?[a,b] i¢in || f|| = |f (a)| +|f (D)| + max |f" ()| ifadesi bir
rela,

norm olur mu? Arastiriniz.

Coziim 0.2 1.|f (a)| >0, |f (b)| >0, m[a>§] |f" (z)| > 0 oldugundan || f|| > 0
re|a,
olur.

2. ||l = 0 olsun. Bu durumda, |f (a)| =0, |f(b)| =0, m[a>§] |f" ()] =0
re|a,

olur. Buradan, f(a) =0, f(b) =0 ve Vx € [a,b] i¢in f"'(x) =0 olur.

Vo € [a,b] i¢in f' (2) = 0 ise f' () = ¢1 ve f (x) = cix+cy olacak bigimde
c1, 2 € Rovardir. f(a) =0 ve f(b) =0 oldugundan a # b igin ¢; = co =0
bulunur. Buradan, f =0 elde edilir. Ayrica, f =0 ise ||f|| = 0 olacage zaten
acrktr.

3. Va € R ig¢in

lafll = I(af) (@)l +[(af) (b)] + max |(af))" ()]
= lallf (@) +al |f (0)] + max |af " ()]
= lal[lf]

olarak elde edilir.
4 f + gl < fI -+ Mlgll?
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If + gl (f +9) @]+ I(f +9) (B)] + max I(f+9)" ()]
= £ @)+ @] +170) +9 O]+ max | () +9' ()

< 1F @I+l @117 O +1g @) + max (|7 @)+ @)
< I @I+ 1701+ ma |7 @]

9@l + 1 0]+ mas |9 0]
= 17+l

oldugundan C? [a,b] dizerinde || f|| bir norm tanamlar.

Tanim 0.2 (Homojen Fonksiyonlar) Birkag degiskenli bir f (z1,xa, ..., x,)
fonksiyonu, keyfi A i¢in

f Az, Axg, .y Axy,) = N f (21,29, ..., )

esitliging saglyorsa bu fonksiyona homojen fonksiyon denir. Burada, m sayis
homojenlik derecesidir. Ornegin, f (x,y) = 2*—3zy+y’+x\ /2y + % fonksiy-
onu i¢in homojenlik derecesi m = 2 ve f(x,y) = ﬁ fonksiyonu icin ho-
mojenlik derecesi ise m = 0 dar.

Tanmim 0.3 Bir T lineer operatorii asagidaki ozellikleri gercekleyen oper-
atordiir:

(i) T nin D (T') tanwm bélgesi bir vektor uzayr olup R (T) deger bolgest,
ayne cisim tzerinde bir vektor uzayidar.

(ii) Her x,y € D (T') ve a skaleri i¢in,

T(x+y) = Te+Ty
T(axr) = aolx

gerceklenir.

Ornek 0.3 T : X — Y iki vektor uzayr arasinda bire-bir ve drten bir oper-
atér olsun. T~ nin (T nin tersi) lineer bir operatér oldugunu gdsteriniz.

Coziim 0.3 G : Y — X, T nin tersini gostersin. Yani, TG = Iy ve GT =
Ix dir. a, b €Y wve & bir skaler olsun. G nin toplanabilirligi i¢in

T[(Ga+Gb)|=TGa+TGb=a+b="T][G (a+b)]
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olduguna dikkat edilmelidir. Burada, T bire-bir oldugundan
G(a+b) =G (a)+ G (b)
olur. Yani, G toplanabilirdir. Benzer sekilde, G nin homojenligi i¢in
TG (aa)] = aa = aTGa =T [aGal

ve dolayisiyla
G (aa) = aG (a)

oldugunu gézlemleyebiliriz. Yani, G homojendir. Dolayswyla, G = T lineer
bir operatordiir.

Tamim 0.4 X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tzere, T : D (T') —
Y lineer operator olsun. Eger her x € D (T) igin, |Tx| < Allz| olacak
sekilde bir A reel sayist varsa, T operatorine sinwrlidir denir. Bir T oper-

atorinin normu |T|| = sup HH@:T\H ile tanvmlanar.

zeD(T)
x#0

Ornek 0.4 Eger T : X — Y normlu uzaylar arasinda sunarl operator ise bu
durumda tim x € X i¢in

1T} = min{C > 0 - [[Tz| < Oz}
oldugunu gosteriniz.
Coziim 0.4 Tim x € X i¢in

Co =min{C >0 ||Tz[| < C ]}

olsun. Ashinda yukaridaki esitlikte infimumun minimum oldugu unutulma-
malidir. §imdi, tim x € X igin eger C' > 0

[T]| < O]
esitsizliging saglyorsa, bu durumda

1T} = sup [|Tz]| < C

flz(l=1

olur ve bu ytizden
1T < Co
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duvr. Diger taraftan, her x € X i¢in

[Tz| < Cl]]
egitsizligi
Co < [T
egitsizliging gerektirir. Boylece,
1T = Cy

bulunur. Bu da ispaty tamamlar.

Tanim 0.5 X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir A sinafi asagdaki
sartlary saglarsa X tzerinde bir cebir olarak adlandurilur:
(i) XeA
(1) Her Ae Aigin A=X —Aec A
(iii) j = 1,2,...,n igin A; € Aise |J A; € A
j=1
(117) sartinan yerine, her j € N i¢in A; € A ise |J A; € A sarte alinirsa A
J=1
cebirine bir o-cebiri denir.

Ornek 0.5 X # (0, A X dizerinde bir o-cebir olsun. ) # B € A olmak tizere
Y={ACX:A=BnC, Ce A}
sinfe B kiimesi tizerinde o-cebir midir?

Co6ziim 0.5 (i) Be X ¢

B=BNB,C=BeAolup BeX dirvewys B=BNX,C=Xed
olup B € % dir.

(it) VAe X icin A= B—-AeX ?

A € X olsun. Bu durumda, A = B N C olacak bigimde C € A dur.
Buradan, A X fizerinde bir o-cebir oldugundan C* € A olur. Diger taraftan,
Al=B—-A=BnA"=Bn(BNC) = BNC" ve C € A oldujundan
A= B — A e X elde ederiz.

(13i) Vn € N igin A, € Y ise |J A, €X ?

n=1
Vn € N i¢in A, € ¥ olsun. Bu durumda, ¥Yn € N i¢in A, = BN C,
olacak bi¢imde C,, € A dur. Buradan, A X dzerinde bir o-cebir oldugundan

U C,, € A olur. Diger taraftan, U A, = U (BnC,) =Bn (U C’n> ve
n=1

’I’L— n=1

U C,, € A oldugundan U A, € ¥ olur.

n= =1
Sonug: olarak, ¥, B k‘umesz lizerinde o-cebirdir.
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Ornek 0.6 Bir X kiimesi tzerindeki o-cebirlerinin birlesimi de X tizerinde
bir o-cebiri midir? Acgiklayiniz.

Coéziim 0.6 X = {1,2,3} olsun.
-Al = {Xa (2)7 {1} ) {27 3}}

h Ay = {Xa®>{2}a{1a3}}

stmaflary X tizerinde bir o-cebirdir. Fakat,
Al U AQ - {Xv (bv {1} ) {2} ’ {27 3} ) {17 3}}

siafs X dizerinde bir o-cebiri degildir. Ctnki, {1} U {2} ={1,2} ¢ A; U A,
dar.

Tanim 0.6 Bir K sinifine kapsayan a-cebirlerinin en kii¢tigine IC nin dret-
tigi (dogurdugu) o-cebiri denir. R™ deki biitin agik (a,b) araliklarimn dogur-
dugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R"™) ile gésterilir. n = 1 olmast
halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gisterilir. B(R") nin her bir elemanina
Borel kiimesi denir.

Ornek 0.7 B(R) Borel cebirinin, r u¢ noktalars Q rasyonel sayilar olan
(—o0, 7] araliklar: tarafindan da tretilebilecegini gosteriniz.

Coziim 0.7 r € Q olmak tzere (—oo,r| araliklarin drettigi o-cebir B,
olsun. Burada, B, = B(R) oldugunu gostermeliyiz.

Va € R igin (—o0,a| araliklarimn idrettigi o-cebir B(R) dir. O halde,
Va € R igin (—o0, a] € B(R) dir.

Q C R oldugundan ¥r € Q ig¢in (—oo,r| bigimindeki kiimelerin olus-
turdugu sinafe B(R) icerdigine gore, bu sinafi iceren en kigik o-cebir B,
olduguna gore B1; C B(R) dir.

Simdi de a € R igin (—oo,a] € B(R) alalim. Ayrica, her reel sayya
yakinsayan bir rasyonel sayr dizisi oldugundan, yani a € R ve Vn € N i¢in
r, € Q olmak tizere ry > 1y > --->1r, > --- velimr, = a olacak sekilde bir

(rn) dizisi alabiliriz. Buradan, 9B, o-cebir oldugundan

D)

(—o0,a]l = [ ] (—o0,7,] € By

n=1

olur. Halbuki (—o0, a] tipindeki araliklary iceren en kii¢tik o-cebir B(R) olduguna
gore B(R) C By bulunur.
Sonug olarak, B, = B(R) elde ederiz.
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Tamim 0.7 X bir kime ve A, X tzerinde bir o-cebiri olsun. Bu durumda
(X, A) ikilisine bir olgilebilir uzay, A daki her bir kimeyede A-él¢iilebilir
kiime veya kisaca dl¢ilebilir kiime ady verilir.

Tanim 0.8 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. A tzerinde tansmly genigletilmis
reel degerli bir p fonksiyonu
(i) p(@) =0
(17) Her A € A igin 1 (A) >0
(ti1) Her ayrik A, dizisi igin p ( U A ) Z w(Ay)
n=1
ozelliklerini saghyorsa bu fonksiyona ol¢t dem’r Eger her A € Aigin pu(A) <
00 ise i ye sonlu ol¢ti ady verilir.

Ornek 0.8 (X A) olgulebzlzr bir uzay ve (p,) olgii dizisi igin p, (X) = 3

o0 2 n
=3 (3) mia
dondigtimii o6l¢ti midir? Ayrica ¢ (X) degerini bulunuz.

Co6ziim 0.8 1 v (@)=0?
v ()= Z (3)" 1a (0) = Z ()"0
2.VA e A zgm P (A) > 9:
VA € A veVn € N i¢in p, (A) > 0 oldugundan i (3)" 1, (A) >0

n=1 o
gerceklenir.

3. Vm € N, i¢in (Ay,) A daki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. (p,,) 6l¢t
dizisi oldugundan

H(On) - £ w(0n)
- S0 (See)
- gf[ff (2) m @
= ) ¥ (Am)
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olup ¥, A tzerinde bir élgidir. (2) de p,, (Am) < p, (X) = 2 i (%)n =

2 < oo serist yakinsak oldugundan serilerin yerler: deg@tzmlebzlzr
Diger taraftan,

on-§ (oo £ 0 51560

n=1 n=1

olur.

Tanim 0.9 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o-cebiri ve A tizerinde
tanamly bir p élgiisinden olusan (X, A, n) tglistine bir ol¢i uzayr ady verilir.

Tanim 0.10 X bir kime ve P (X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P (X)
tizerinde tamamb, genisletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu

(i) = (0) =0

(1) Her E € P(X) i¢in u* (E) >0

(1ii) AC B C X igin p* (A) < p* (B)

(

iv) Her birn € N i¢in A, € P (X) ise pu* (UA><ZH (An)

sartlarne saglarsa p* fonksiyonuna X tzerinde bir dis dl¢tidir denir.

Ornek 0.9 P (R) dizerinde tanvmh

0 =0
* A — )
ma={ 2 40
dontistimii bir dig ol¢ti midir? Gosteriniz.

Coziim 0.9 (1) uf (0) =0 oldugu tanemdan agiktar.

(2) VA € P (R) i¢in uj (A) > 0 oldugu tanimdan agiktar.

(3) A,Be P(R) ve AC B CR iginp;(A) <p;(B) ?

- A=0ise B=10yadaB # 0 dir. O halde, uj (A) = uj(0) = 0,
wi(B) =0 ya da p (B) = 400 olur. Yani, i (A) < ui (B) gerceklenir.

- A # () ise B # 0 olmak zorundadwr. Dolayuswyla, ui(A) = +oo wve
wi (B) = 400 olup i (A) < i (B) gergeklenir.

(4) Her bir n € N d¢in A,, € P (R) ise u} <U An) <> (A ?

n=1

-Vn € Nigin A,, = 0 olsun. Bu durumda, |J A, =0 olup i} < U An> =
n=1

n=1

0 olur. Ayrica, Y 1 (A,) =0+ 0+ --- = 0 oldugundan istenilen esitsizlik
n=1
saglanar.
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- dng € N dyle ki Yn < ng igin A, # 0 ve ¥Yn > ng i¢in A, = () olsun. Bu
durumda,
[e%e] no
1 <U An> =it (U An> = 400
n=1 n=1

00 no
n=1 n=1

ve

olur. Béylece istenilen esitsizlik saglanar.
- Vn € N igin A, # 0 olsun. Bu durumda, u} (U An> = 400 ve
n=1
> i (Ay) = +o0o  oldugundan istenilen egitsizlik elde edilir.
n=1
Dolayiswyla i, P (R) tzerinde bir dug ol¢tidiir.

Tanim 0.11 (i), R nin sinarl ve agik alt araliklarman bir dizisi,

TA= {(Ik) A C U]k}

olsun. P (R) iizerinde

A" (A) = int {iz (1) : (I) € TA}

biciminde tanimlanan \* bir dig ol¢tidiir. Bu dis olgtiye Lebesque dig 6l¢iisti
denir. Lebesque dig 6l¢iisii R min her bir alt araligina onun uzunlugunu kargilik
getirir. Yani, I C R bir aralik ise

dir. R™ dizerindekt Lebesque dis ol¢iisii ise her bir araliga onun hacmini
karsilik getirir.

Sonug 0.1 A sayulabilir bir kime ise \* (A) =0 dar.

Ornek 0.10 \* Lebesque dus dlcisiniin dtelemeye gore degismedigini, yani
Vo € R igin
A (A+2x) =)\ (A)

oldugunu gésteriniz. Burada,
A+z={a+z:a€ A}
dur.
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Coziim 0.10

Ta= {(]k) = (ar.br): Ac | (a’f’b’“)}

k=1

olmak tizere

NE

A" (A) = inf l(]k) : (Ik) S TA}

e
Il
—

= inf

NE

{
{

(b, — ag) : (Iy) € TA}

=~
Il
—_

oldugunu biliyoruz.

TAgz = {(Ik+$)—(ak—|—x,bk+x):z4+xc U(Ik+x)}
k=1

olup

hE

N(A+2z) = inf l(ak—&—x,bk—i-m):(ak—i-x,bk—&-x)ETAﬂ}

~
I
=

NE

= inf

{
{

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

(bk — (lk) : (ak,bk) S TA} =\" (A)

e
I

1

Tanim 0.12 M (R, \*), \* dis dl¢iisiine gore dlgiilebilen R nin alt kiimelerinin
siafo olmak tizere \* Lebesque dis olgtisinin M (R, \*) sinafina da B (R)
Borel sinifina da olan kisitlanmasina Lebesque ol¢tisti denir ve X\ ile gos-
terilir. R™ dizerindeki Lebesgue ol¢iisii her bir araliga onun hacmini karsilik
getirir.

Ornek 0.11 (R,B(R), \) 6l¢ii uzayr olmak tizere

*© 1 1
A—U{meR:2n+1§x<2n}

n=1

ile verilen kiimenin Lebesque 6l¢iistint bulunuz.
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Coziim 0.11 A = U I, dersek, I, = {3: eR: Qn% <z< %} olur.

-1
B

olup (I,,) kiime dizisi ayriktir. \ ol¢ii ve (I,,) ayrik bir dizi oldugundan

o = 2(08) - Sa0- S ([ )

T <

IN

_[1 = {I'ERZ

O = x|
(AN
8
A
el VA

IQ = {[L’GRZ

bulunur.

Tanim 0.13 (X, .A) bir él¢ilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonu
olciilebilirdir<e Ya € R icin

(g, 40)={zeX:f(r)>a}ec A
dir. Olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi M (X, A) ile gosterilir.

Ornek 0.12 f: R — R dlgilebilir fonksiyon ve ¢ > 0 olsun.
f@) o f(@)<e
fC (33') - c ) f .CIZ') > O
seklinde tanwymlanan f. fonksiyonunun dl¢ilebilir oldugunu gdsteriniz

Coziim 0.12 - a < —cise {r eR: f(z) >a} =R e B (R)
c—c<a<cise{reR: f(xr)>a}=(a,0) € B(R), fla)=a €
R
ca>cise{r €R: f(z) >a} =0¢€B(R)
olup f. fonksiyonu Borel ol¢iilebilirdir.
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Tanim 0.14 (X, A, p) bir 6l¢i uzayr olsun. Eger bir onerme(ézellik) ol¢iisi
sifur olan bir kime diginda dogru ise, o onerme (6zellik) hemen her yerde
dogrudur denir. Hemen hemen her yerde deyimi, kisaca h.h.y biciminde yazilor.
(R™, B (R™),|-]) bir dl¢ii uzayr olsun. Daha basit anlatimla, G C F C R"
ol¢iilebilir kiimeler ve G nin Lebesque dl¢isi |G| = 0 olsun. Bu durumda
F\ G kiimesinin her noktasinda saglanan bir ézellik F' kiimesinin hemen her
yerinde saglanwyor denir.

Tamm 0.15 (X, A, p) bir dl¢i uzay ve f € M (X, .A) olsun. Eger /f*d,u

X

ve / f~du integrallerinin her ikisi de sonlu ise f fonksiyonuna X tzerinde

b's
1 ye gore integrallenebilirdir denir ve bu integral

! Fdu = X/ Frdu+ X/ fdp

reel saysidir. Bu tanimda, X = R", A =% (R") ve A = p Lebesque ol¢iisii
olarak alvmirsa elde edilen integrale Lebesgue integrali ady verilir ve bu integral

/f (x) dx veya /f (x)d (X (x)) ile gosterilir.
]Rn R7l
Ornek 0.13 (R, B(R), \) 6l¢ii uzaye olmak tizere

x , r€Q
f(x)_{lnx , ©¢Q

ile tanwmlanan fonksiyon i¢in / fd\ integralini hesaplayiniz.
(1,e2]

Coziim 0.13 )\ (Q) = 0 oldugundan h.h.y f (x) = Inz gerceklenir. Bu yiiz-

den, /fd)\ = / Inzd\ olmalidir. Ayrica, g (x) = Inz fonksiyonu [1, €]

[1,e2] [1,e2]
araliginda h.h.y stirekli olup Riemann anlaminda integrallenebilir oldugundan
Lebesgue anlaminda da integrallenebilirdir ve bu ki integralin degeri ¢akigik-
tir. Dolaynsiyla,

/ fdx = / Inxd\ = / Inzde =zlnz—z|C=¢e +1
[1,e2] [1,e2] [1,e2]

olarak bulunur.



Ferit Giirbiiz | 17

Tanim 0.16 (Lebesgue Uzay:) [ : R" — R dlgiilebilir bir fonksiyon ol-
sun.

D®) =4 f [ @Pde <o 12p <
Rn
kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinafi denir ve LP (R™)
uwzaynda bir f fonksiyonunun normu

1/p
(rera)” isp<s

11l o ny =
) esssup [f(z)] , p=o0
zeR?

ile tanwmlanar. Burada
esssup |f(x)] = inf{A>0:|f(x)] <A, h.hy}
zeR™
= inf{A>0:|{z eR":|f(z)| > A}| =0}
ile verilir. Ornegin,
2z, z€Q
‘f(x)‘* { 2 , T ¢ (2
olsun. Bu durumda hemen her yerde | f (z)| < 2 oldugundan esssup |f(z)| = 2
dir. Boylece, f € L (R"™) dir.

LP (R™) lineer bir uzaydur. Gergekten, f,g € LP (R™) ve o € R olsun.
1—

/ jof @) dz = |af / I @) dz < oo,
R" R

2_
Jlr@+s@ras < [(f@+lg@)yds

R

IA

/ 2max (|f ()], |g (@))] de

R™

2 [ @F +1g @) da

IN

i
= 2| [ If@Fde+ [ |g(@)fde
[urores]

©.¢]
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oldugundan L? (R™) lineer bir uzaydar.

Tamim 0.17 (Hélder Esitsizligi) [, g : R" — R élgilebilir fonksiyonlar,
1 <p< o ve%—&-; = 1 olmak iizere f € LP(R"), g € L¥ (R") ise
fg € L(R™) dir ve

||fg||L(]R”) < ||fHLp(1Rn) ||g||Lz7’(]R”)
esitsizligine Holder esitsizligi denir.
Tanim 0.18 (Integraller I¢in Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo, (X, 1)

ve (Y,v) dlgilebilir uzaylar olsun. f, (X, u) x (Y,v) ¢arpim uzay izerinde
ol¢tilebilir bir fonksiyon olmak tizere

[ [ 1@ wlduta) pdu(y) < [ [1r@wr aw) e

egitsizligi saglanwr. Bu egitsizlige gore

H/ Sy
LP(Y)

dir. Burada, X = R"™ ve Y = R™ olarak alvursa, f, R™ x R" dzerinde
olgtilebilir olsun. 1 < p < oo olmak tizere hemen her y € R" i¢in f(.,y) €
LP(R™) ve y — ||f (;y)|l,zm fonksiyonu L (R™) ye ait olsun. Bu durumda

x— [ f(z,y)dy fonksiyonu LP (R™) ye aittir ve
]Rn

1 1
p 3

//f(fv,y)dy du pg/ /If(x,y)lpdr dy

R m

gerceklenir, yani

[rewa| < [1£CDlmen

Lp (R"L) R™

ile verilir
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Tamim 0.19 (Fubini) p > 0, v > 0 olmak tzere (X, ) ve (Y,v) ol¢ii uza-
ylar ve p ® v, X XY dzerinde tanimly ¢arpim dlgiist olsun. Bu durumda
F(z,y), 1 ® v-integrallenebilir ise

//F(m,y)du@v =

XxY

M —

/F(Ly)d,u dv
Y

F(z,y)dv | dp (3)

I
%\
S

egithgt saglanar. Burada X =Y = R ise up = v Lebesque dlgiistidiir. Bu
durumda R? de 1 @ v = dadxsy dir.

Ornek 0.14 f(z,y) = ﬁ ve R:0 <z <1, -1 <y <1 ign

/ / f (z,y) dA integralini hesaplayiniz.
R

Co6ziim 0.14 Verilen fonksiyon (0,0) noktasinda siireksiz oldugundan (3)
formiilii kullanilamaz. Aslinda, bu durumu kontrol ettigimizde sunu elde ed-
eriz:

/R/f(x,y)dA _ O/O/(xy:;;dmy



20 | Sharp Maksimal Fonksiyonlar Yoluyla Bir Sumf Multilineer Integral Operatorier Igin Aguwitkl Egitsizlikler

/R/f(a:,y)dA - O/O/mdydx
/[ﬁ—ykyQE_:dx

1

1
= —/ dz
1+ 22

0

L T
= —arctanz |p= e
Ornek 0.15 f(z,y) = ﬁ ve R: -1 <z<1, -1 <y <1 i¢n
/ / f (x,y) dA integralini hesaplayiniz.
R
Coziim 0.15
1 /1
flay)dA = —da | dy, y £ 0
(a2 +42)°
R 51 \4
1
= /Ody =0
5
ve
1 /1
flzy)dA = Ly | da, w #0
(a2 + y?)*
R S \4

dar. Boylece,

1 1 1

1
vy vy
. dy:/ /dy dz — 0
[ /1(352 +12)° @2+ y?)’
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elde edilir. Ancak kare tizerinde Lebesque ¢ift katly integrali mevcut degildir.
Clinkii

11 1 o 1
— Y Ndzdy > [ dr [ (si dp =2 | dr/r =
_/1_/1 (x2+y2)2 T y_O/ ro/(smqﬁcowb/r) o O/r/r %)

dur.

Ornek 0.16 i = 1,2 i¢in X; = N (dogal saylar), M; = 2¥ (N nin tim alt
ktiimelerinin o-cebirleri) ve p, ler saydabilir ol¢i olsun. f : X; x Xy — R
fonksiyonu

—9—1

; J=1
fai)=q 27 , J=1i+1
0 , diger durumlarda.

ile tamvmlansin. Bu durumda,

/()‘ fdpy | dpy
X 2
/ Q Fd, | dpy
Xo 1

integrallerini hesaplayimiz. Cevaplarinize Fubini teoremiyle nasil bagdastirirsiniz?

ve

Coziim 0.16 Herhangi bir i € X; i¢in j — [ (i,7) integrallenebilirdir ve

/ F ) dpy () = 27 +27 =0
Xo

/ (X Fdpiy | dp, =0
X; 2
elde edilir.

Herhangi bir j € X igini — f(i,]) integrallenebilirdir ve

olur. Boylece,

[0 dn )=~

olur.
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Tanim 0.20 (Destek)

Bir f fonksiyonunun destegi f (z) # 0 sartint saglayan x noktalarinan
kapamsidur ve supp f = {x: f (z) # 0} ile gésterilir. Eger f fonksiyonunun
destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adini
alwr. supp f swmarhysa, bu durumda f € Cy; C™ , n-kez sitirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlarin uzayina gésterir tizere Cy = Cy N C™ olur. Benzer sekilde, ;
C* kendisi ve biitiin tirevleri siirekli olan fonksiyonlarin sinife olmak dizere,
Co° =CoNC>® daR"™ de kompakt destekli biitiin C* fonksiyonlarinan sinaifine
gosterir. Sonug olarak, él¢iilebilir bir fonksiyonun desteginin sinirl oldugunu
soylemek, onun R™ nin kompakt bir alt kiimesi oldugunu soylemekle ve fonksiy-
onun R™ nin kompakt bir alt kiimesinin diginda hemen her yerde sifir oldugunu
soylemekle esdegerdir. Ancak bu durumda, fonksiyonun kompakt olarak destek-
lendigint veya kompakt desteginin oldugunu séyleyebiliriz. f nin R™ de strekli
olmast durumunda, desteginin R™ deki en kii¢iik kapal kiime oldugunu gormek
kolaydur, bunun diginda f hemen her yerde O dur. Ornejin, R™ dizerinde kom-
pakt destekli, sonsuz tirevlenebilir bir fonksiyonun klasik bir drnegi; destegi
B(0,1) = {z € R" :|z| = 1} birim yuvar olan

h(z) = ¢ P lz] <1 (x € B(0,1)) ise
0 |z|>1 (z¢ B(0,1)) ise

fonksiyonudur. Bu fonksiyon asagqidaki ozelliklere sahiptir:
1. h e Cg° dir.
2. h negatif degildir ve supp h = B (0,1) dir.
3. h radyalder. Yani, |z| = |y| oldugu zaman h(x) = h(y) dir.
4. C sabitini uygun bir sekilde segersek:./h (x)dm (x) =1 dir.

Rn

R™ tam uzay iizerinde bir f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

/f(x)d:c—/---/f(xl,...jxn)dxl...dxn

Rn

ile gosterilir. Cok kathi bir integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek gogu
kez kullanigh olmaktadir.
r = |z| olsun ve S""! = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gosterilim.

/f(lrcl)da:, dx = da,...da,

R™

integralinin hesabi icin;
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0<r<oo 0<60,<mk=1..n—-2 0<6,1 <2rvea =
(01, ...,0,_1) € S olmak tizere 2 < k < n — 2 igin

x1(r,01,...,0,_1) = rcosb

xo (r,01,....,0,_1) = rsinf;cosby
x3(r,01,....,0,_1) = rsinfsinfbycosbs:

zy (1,01, ....0,-1) = rsinf;sinbs...sinby_, cos by
zp (1,01, ...,0,1) = rsinf;sinb,...sinf,

doniigiimii yapilir. Bu doniigtimiin Jakobiyeni
n—1 ]
J(r, 01,y Opq) =171 H (sin §;)" 7

j=1

olarak hesaplanir. Boylece f, R™ de integrallenebilirdir, yani,

com™ T 2

/f(]x\)dx _ ///.../f(r)J(r,Q)drdﬁl...d0n1

Rn
00 momo 2m, g
— /rnlf(r)d’[“ // H (sin ej)n_l_j daln-dgnfl
0 oo o J=1

‘5’"—1‘ /f(r)r"_ldr
0

elde edilir, burada

T 2T, 4
/// (sin6;)" 7 dby...d0, 1 = /dx’— |51
oo o It g1

birim kiirenin ytizey alanmidir ve boylece

/f(\x|)dx: /7rn—1f(m')drdx' @)

Sn—1 0
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olur, burada dx’, S™ ! {izerindeki yiizey alam elemam olarak adlandirilir.
Genel olarak

/f(|3:|)dm = //f(rsin&l, vy T8IN0y.. 800, 1) r"rdrdf;...do,

Rn 0 gn—1

~ [ [ striea

0 gn—1

bicimde yazilir. Burada do, S™"~! {izerinde dw tarafindan belirlenen yiizey
Olciisiidiir.

Ozel bir durum olarak, dm, R" iizerindeki Lebesgue ol¢iisii ve do, S"~*
iizerindeki standart yiizey olciisii ise, agagidaki formiilii yazabiliriz

/fydm //fx+rtdo()”1dr

B(z,R) 0 gn—1

S (x,r) tizerinde yiizey 6lgiisii dS ye gore integrallenebilir tiim f fonksiyonlar
i¢in, f nin yiizey ortalama degeri

Lo 1
Mf(f)—|5n1|/f($+7’75)d0(t)—W(/)f(y)ds(y) o)
gn—1 S(x,r

ile tamimlanir. Ayrica, B(z,r) yuvar itizerinde dm ye gore integrallenebilir
tiim f fonksiyonlari i¢in, f nin uzay ortalama degeri

: 1
A @) = [ Serrnant) = e [ F@an)
B(0,1) B(x,r)

ile tanimlanir. (5) deki formiilden,

elde ederiz.

Sonug 0.2 r = |z| olsun ve S"' = {z : |z| = 1} ile birim kiireyi gésterelim.
dx hacim elemansmi dv = r" ‘drdo biciminde yazariz, burada do, S™! fiz-
erinde dx tarafindan belirlenen yizey ol¢istdir. Bu durumda eger f () > 0
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integrallenebilir bir fonksiyon ise Fubini teoreminden

/f (x)de = 7{/ f(z)do r"dr = / 7f (x) r"dr S do

Sn—1

elde edilir. Eger x # 0 = (0, ..., 0) ise bu durumda x = |x| o= ra’ dir, burada
= ﬁ, S dizerinde x in izdiisimiidiir. S™! dizerindeki degiskeni cogu kez

@' ile gosterdigimizden do yerine dx' yazmak uygundur. Ornek olarak,

0 2
|B(0,2)] = //r”ldrdaz /dx’/r”ldr
Sn—1 0

0 gn—1

_ n—lg
- 52

Nl

2m

bigimindedir, burada |S™ 1| = “G@) R" de yaricapr 1 olan S™1 birim kiiresinin

)

ylzey alamdir. T (n), gamma fonksiyonudur ve T (n) = / " te~dx ile

wl3

o

0
tanamlanar. Ayrica daha genel olarak, B = B (z,1) = {y e R" : |z —y| < r}
kiimesi merkezi x, yaricap uzunlugu r olan ag¢ik yuvary ve B (x,r)” onun

timleyenini gostersin. |S™| = |B (0,1)| olmak tizere
n| ,.n ﬂ-g n 1 n—1| ,.n
|B (a,r)] = |S"]r" = ———yr" =~ |[$" | r
—(1+3) n
biciminde yazabiliriz.
Lemma 0.1 n > 1 ig¢in, |S"7!| = ﬁ ve |S"| = 2”% esitlikleri saglanar.
r(3) n (%)
Buradan, |S*™| = T3 ve |S*T| = % elde edilir. Ayrica, |S™7! =

n |S"| ifadesi STt = S (0, 1) in standart yiizey alanadar.
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Ispat. Fubini teoreminden,

= ( e “idxy /e 2wy
o 2

= (/etzdt = //e_lzzdx
o'} R2

2 2 oo 2

— //reTQder—//reTerdH—/a;H_ﬂ,
0 0 00 0
F = /e‘”lgdaz
RTL

oldugu i¢in

= H / e‘ﬁidmk
k=17
= / e P dt
_ 7rn/2
elde ederiz. Diger taraftan (4) den
F = / /6T2r”1drdx'
Sn—1 0

I
—
N
a\
—
™

“3[0
<

3

iR
&
3
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olur. Ayrica, I' (1 + w) = wI' (w) oldugundan
1
|S"| = /daz— / /r”_ldrd:ﬂ' = % Bl
jzj<1 sn=10
1 272 7 T2
nl(3) 5T() T+3)

n
2

bulunur. Burada dikkat edilmelidir ki herhangi bir z € R" ve p > 0 igin
p yarigaph ve x merkezli yuvarin alami p"~!|[S"7!| ve hacmi de p"|S"| =
p"L|Sm1| dir. Bildigimiz iizere, tek degiskenli integral icin

1
dr | yakinsak, a < 1 iken
wraksak, o > 1 iken

[

ve
dx { yakinsak, o > 1 iken

W - iraksak, o < 1 iken

dir.
Simdi R™ deki duruma bakalim. Bu baglamda,

n 1/2
o] = (z )
=1

ifadesi x in normunu gostersin.

v

|x‘0é’
R™

a>0

integralini inceleyelim.
Yukaridaki integralde integrant 0 ve co da sorun yagayabilir, yani bu

integral * = 0 ve © = oo da singiileritiye sahiptir. Dolayisiyla, bu integrali

iki paracaya bolersek
dx dz / dx
Ta = Tt e
|z |z |z
" |z|<1 |=[>1

= Fi+F
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olur, burada r = |z|, hacim dz elemam "kutupsal koordinatlarda" dx =
r"ldrdo seklinde yazilabilir ve do, S"!' = {x € R" :|z| = 1} birim kiire
iizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey olgiisiidiir.

Once Fy i tahmin edelim.

1
n—1
P /dxa: //T drdo
|| re

|z|<1 Sn—=1 0
! 1
rT
= / da/ dr
Ta
Sn—1 0

1
o 1
= |S ll/ra—n—i-ldr
0

{S”*l‘ a—n+1<1,a<nigin yakinsak
a—n+12>1, a>nigin raksak

1
— Snfl ,rnflf(xd,r
B
0

Sn—l
= | ’,n—a>01ken
n—a

elde edilir.

Simdi de F3 nin durumuna bakalim.

i n—1
F, = d—xa: //rdrda
|z] re

|z|>1 sn-1 1
s 1
r"-
= / da/ dr
Ta
Sn—1 1

n— i 1
= 15 [ o
1



- ‘S”_l‘ a—n+1>1, a>n icgin yakinsak
B a—n+1<1, a<n ign raksak

[
— ‘Snl‘/rnladr
1

Sn—l
= | ’,a—n>01ken
a—n

bulunur.
Ayrica, o = n ise F} = F5 = 0o olur.
Son olarak, n = 3 igin kiirenin hacmini bulalim. Gergekten,

ol

|5°) =

[MJIeY)
—
—

N
N—

N

lw M;H 3
= ok
—~
N[
~—

T2
3

[GUN TSN
3

elde edilir ve benzer sekilde birim kiirenin yiizey alani da

3
2

3

3
T2 2
N =

3 TG VA

2
2| _

geklinde bulunur, burada

ORNEKLER

Ornek 0.17 f(v) = |z| ¢ L? (R") dir.
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Ispat. Her p > 1 icin

1/P 1/p
/|x|pdx = / |z|” dx + / |z|” dx
n z|<1 [z]>1
1 00 1/p
= ’S”_l‘l/p /r”_lr”dr + /r”_lr”dr
0 1
1 ) 1/p
— ‘S”fl‘l/p /r"“’ldr + /rnﬂ’ldr
0 1

1 n+p 1/p
— |5 —— + lim (— |}
n+p tmo\n+p

1 fntp 1 1/p
_ ‘S’n,fl‘l/‘v 4 lim -
n+p tecc\n+p p+tgq

= o0, n+p > 0 oldugundan

elde ederiz. Boylece, f (z) = |z| ¢ LP (R™) dir. =
Ornek 0.18 Her pg+n > 0 i¢in f () = |=|’ X1 (7) € LI (R™) dir.

ispat. Her pg+n > 0 icin

1/q 1/‘1
[l oo @iz | = | [ japras
n $|§1
1 1/q
= }S"‘l‘l/q /r"_lrpqdr
0

1/q

1
_ }Sn—1’1/q /r”+pq_1dr
0

_ }Sn_l‘l/q[ 1 :|1/q<oo
n + pq

olur. Boylece, f (x) = |2[" x (o1 (x) € L (R") dir. =

Ornek 0.19 Her pg+n < 0 i¢in f (z) = |z|f Xgc(o,) (x) € L(R") dir.
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Ispat. Her pg +n < 0 icin

1/q 1/q

[l xwon @z ) = | [ japras

z|>1
o0 1/q

‘Snfl}l/q /Tnlrpqdr

1/q
_ Sn 1}1/Q< yrtpa=1 g,

Sn 1|1/4a n+pq Ha
B | L*w (n + g )]
{tpa 1 1/q
_ ‘an}l/q {lim ( . >]
t—oo \ M + pPq n + pq

1/q
_ Sn 1}1/q < 00
n+pq

olur. Boylece, f (v) = |2]" xpc(o1) (x) € L1 (R") dir. =

Tamm 0.21 (Zaysf Lebesgue Uzayr (L (R™))) f: R"™ — R élgiilebilir
bir fonksiyon olsun. Eger

iu%A\{xeRn | f (2)] > AP <O < o
>

olacak gekilde C' > 0 sabiti varsa f fonksiyonu R™ de zayf LP uzayna aittir
denir. Diger bir ifadeyle, zayf LP (R™)

L2 (R") = {f ¢ [1f | e < 00}

ile tanvmlaniyr. Burada

1fll e = SAUIS/\H@” ER™:|f (x)] > MM
>

| nin zayaf LP de yary normunu ifade eder. Ayrica, 1 < p < oo igin LP (R™) C
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LP>° (R™) saglanwr. Acaba her p > 1 i¢in || f e < |[fl;07 Gergekten,

Il = supA|{z € R™ ¢ [f (2)] > A}
A>0
1/p

= supA / dx
A>0
{z€R™|f(2)|>A}

1/p
= sup / Ndx

A>0
{z€R™:|f(x)[>A}

1/p
< sup / f (@) de
A>0
{zeR™:|f(z)|>A}
1/p
< / F@Pde] = Ifl

dir. Yani LP (R™) C LP>° (R") elde edilir.
ORNEKLER

Ornek 0.20 R" de f(z) = |z| ™" fonksiyonu verilsin. f ¢ L (R") fakat
[ € LP>(R™) dir.

ispat. Her p > 1 icin

T / 2| da = / 2| da + / 2| ™ d

R" lz]<1 |z[>1
1 o)

= ‘S"‘l‘ /r‘"r"‘ldr + /T_"r"_ldr

0 1

1 t

= ‘S”_l‘ lim /dr+ lim ﬁ

e—0t r t—o0 r

€ 1

= ‘Snfl‘ |:€1i1(1)1r (lnr ’i) + tlir& (lnr |fi):|

= o0
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oldugundan f ¢ L? (R") dir.
Simdi de her p > 1 i¢in f € LP* (R™) oldugunu gosterelim.

1l =

sup N {:E eER": |z| " > )\}‘
A>0

sup AP dx

A>0

{xGR":\x|_"/”>)\}

sup AP / dx
A>0
x| <A—P/™

A—p/n
Sup)\p‘S”71| / r"dr
A>0

0

n
sup \* ‘S”‘1| (T S\_P/n>
A>0 n

)\71’
sup \? ‘S"*1| —
A>0 n
|S"

sup =[5"=[B(0,1)] < o0
A>0 T

oldugundan f € LP> (R") dir. m

Ornek 0.21 R de f(z) =

L(R) dir.

ispat. p = 1 olmak iizere

11l e

ﬁ fonksiyonu verilsin. f € LY (R) fakat [ ¢

1
= sup)\HxER:>/\H

A>0 7]
= supA / dx
A>0
{mER:ﬁ>)\}
= supA / dx
A>0
{mER:|x\<%}
/A
= supA/dx—2<oo
A>0

~1/A
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oldugundan f € LY (R) dir. Fakat, ﬁ ¢ L (R) dir. Gergekten de

0 ')
d 1 1
x—/—dx%—/dac—oo
|| x x
R —o00 0

dur. m

Tanim 0.22 (Ortii) Birlesimleri A kiimesini kapsayan U; kiimeler ailesine
A kiimesinin bir ortistdir denir. Bu U; kiimelerinin her biri agiksa bu halde
U;, A kiimesinin agik ortisidiir denir. Birlesimleri A kiimesini kapsayan alt
topluluklar ailesine verilen értinin alt ortisi isme verilir. Eger bu topluluklar
ailesi sonlu saynda kiimelerden olusuyorsa, bu ortiye sonlu alt drti denir.

Tanim 0.23 (Kompakt) X kiimesinin her agik ortisinin sonlu sayida bir
alt ortist varsa, X kiimesine “kompakttir” denir. Kapalr ve svmirl her kii-
menin agik Ortisinin sonlu sayrda bir alt ortist vardwr. Yani, kapaly ve sinirl
her kiime kompakttar.

Tanim 0.24 (Lokal integrallenebilme) f : R" — R dl¢iilebilir bir fonksiyon
olsun. Eger her kompakt K C R" dizerinde [ |f (x)|dz < co ise f lokal inte-
K

grallenebilirdir denir ve f € Ly, (R™) ile gdsterilir.
Lioe(R™") =< f /|f(.r)|d:r < oo; K CR" K kompakt
K

yazhr. Benzer sekilde, her p > 1 i¢in

1/p

P (R") =< f: /|f(x)]pdx <oo; K CR", K kompakt
K

loc

ile gdosterilir.

Uyar1 0.1 L”(R”) uzaylarmin arakesiti bos degildir. Yani, her p,q > 1 i¢in
LP N LY # ) dur. Ornegin,

f(a:):{ ’g| , ol <1

, zl >1
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fonksiyonu tim LP uzaylarimn elemanidir. Gergekten,

7|f<x)lpdr = /|f(x)|de

|z[<1

1
= 2/\$[pdac
0
2

m < 00
elde edilir. Bu ise f € LP(R) oldugunu gosterir. f € LP(R") ise

1

R[|f(x)\p dr = / /rprnldrdx/

Sn—1 0

n+p
_ /(T yé)m’
n-+p

Sn—1
|Sn71|
— <
n—+p

o0

elde edilir. Bu da f € LP(R™) oldugunu gdsterir. Fakat bu uzaylarin higbir
cifti arasinda gomme ozelligi yoktur, yani birbirini icermezler. Ancak bu uza-
ylarin hepsini iceren Lio.(R™) uzayr varder. §imdi bu durumla ilgili asagidaki
teoremi verelim.

Teorem 0.1 Her p > 1 i¢in LP(R™) C Lj,.(R™) kapsamast gegerlidir.

Ispat. Keyfi f € LP(R") alalim. Acaba her kompakt K C R” iizerinde
[1f (@)]da < o0?
K

Holder esitsizliginden,

/ f (@) dx
K
1/p 1/p

/ 1 1
< /]f(ac)\pd:n /1pdx —+ =1
) p p
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1/p
< /]f ()| dx |K|""" | K kompakt oldugundan |K|"?" < oo
K
1/p
< /|f (z)|" da |K|""" | K ¢ R" oldugundan
< K fll oy < 00

olur. Boylece, f € Lj,(R") dir. Sonug olarak, her p > 1 igin LP(R") C
Lioe(R™) kapsamasi gegerlidir. Ayrica, f € L} (R") ise f € Lj,.(R™) dir. m
Ornegin, E = (0,1) C R™ olmak iizere f(z) = I fonksiyonu verilsin.

f ¢ L(E) fakat f € Lj,.(E) dir. Gergekten,

[1s@ldr - /

E

= (o) 3= oo

oldugundan f ¢ L(E) dir. Simdi E = (0,1) bolgesinde 0 < 3 < ; < 1 olacak
sekilde bir (%, 1) € (0,1) alt arahgim alahm. Bu durumda

3 3
1
dor = “ld:
Jir@lae = [}
5 5
= (hl!rvl)@
= ln§<oo
N 2

olur. Boylece, f € Lj,.(F) dir.

Tanim 0.25 T, reel-degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarn bir (X, u) 6l¢ti uzayin-
dan kompleks degerli, hemen her yerde sonlu, dl¢iilebilir fonksiyonlarin bir
(Y,v) 6l¢ti uzayina tanymlanan bir operatér olsun. Bu durumda her f,g ve
her A € C i¢in

T(f+9)=T()+T(g) veT(Nf)=AT(f)

1se T' operatdoriine lineer operator,

T+ < T (NI + 1T (9)] ve [T (M) = AT (f)]
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ise T operatoriine altlineer operator, bir C' > 0 sabiti i¢in
T(f+ 9l <CUT NI+ T (9I) ve [T (A = [AT (f)]

ise T operatorine quasilineer operator denir. Altlineerlik quasilineerligin 6zel
bir durumudur.

Tanim 0.26 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eger f € L, (R")
ise bu durumda hemen her x € R" i¢in

saglanar.

- f € Lipe (R™) olsun. Bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiy-
onu

M@= s o /|f ) dy

z€Q(z,r)

ile tamamlaner. Dikkat edilirse M maksimal operatori altlineerdir. Yani, her
fy9 € Lipe (R™) dgin

M@ = sw e [ If+d )y

z€Q(z,r)
Q(z,r)
< sw [+ wa
z€Q(z,r) ’Q x,r ‘
Q(z,r)
<

- d
up r@<x,r>\ / 71 (y) dy

/ "
(EGQ(ZET) |Q xz, T

x,r

= M(f)(= )+M()()
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ve

z€Q(w,r)

MOf)(@) = sup m / ] (y) dy
Q(z,r)

1 /
= sup T~ M| () dy
2€Q(a.r) IQ(x,r)|Q( )! 1 ()

1
= [Al sup ——r / fI(y) dy
’ ’ zeQ(x,r) |Q ((E, 74)|Q( ‘ ‘

,r)

= [A[M(f)(2) (6)
kogullary saglamir. (6) de X > 0 olarak alirsak,

M (Af) (x) = AM (f) (x)

elde edilir ki bu durumda M maksimal operatori homojen olur.

1
<C=M < _ Cdy < cC=C
|f (z)] < (f) (z) < S o )] y < sup
Q)
dir.

- M maksimal operatdric monotondur. Yani,

[f (@) < g (@)] = M (f) () < M (g) ()

dar.
- felP(R"),1<p< oo ise, bu durumda hemen her yerde M (f) (z) <

oo dur. Gergekten, f € LP oldugundan Tanwm 0.26 dan hemen her yerde tiim
x € R” igin r — 0 iken

1
F, = \Q(.?L’,T)\Q(/)f(y)dy—) |f (z)]
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yazabiliriz. Bundan dolay, F,., r < rg i¢in swmrhdur. Holder egitsizliginden

1
F. = M/f(y)dy
Q(w,r)
‘Fr|§1(1+1) /|f(y)‘pd?/ /dy
’Q(‘Tvr)’ v Q(z,r) Q(z,r)
< Nl 1(1 sy @l
|Q (z,r)[\P 7
Wl
|Q (z,7)|7

elde edilir ki bu r — oo iken sifira gider. Boylece, I, v > rq i¢in sinarlhdir ve
bu da istedigimiz sonugtur.

- M maksimal operatori bir pozitif operatérdir. Tim x € R™ ve f €
Lioe (R™) igin M (f) (z) > 0 dor.

- M maksimal operatori ssmarl fonksiyonlary sinwrle fonksiyonlara

dondistirir ve

1M fllpee < 11l zoe

olarak ifade edilir. Yani, M maksimal operatorii 1 e esit ya da 1 den kiigik
sabit ile (—oo, 00) tipindedir.

- f € L(R") olmass Mf € L(R"™) olmasyla ayn degildir. Oncelikle, f :
R — R fonksiyonunun karekteristik fonksiyonu f(z) = X(u4 (¥) olsun. Bu
durumda, M f maksimal fonksiyonu

H 0 TSa
M(f)(z)= 1, re(ab)
\z:?ﬂ ) x>0

dir. Ornek olarak, f (z) = X(0,1) (%) fonksiyonunu géz oniine alalm. Bu du-
rumda,

T+
M() (@) = 33132/\f Iy
1
2 5 X(o1)()dy
0
_ % [M(f)(x)géL(R”) vex>%igm
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elde edilir. Boylece, M (1,1) tipinde bir operator degildir.
Ayrica, 0 < p < 00 igin

M, (f) = (M (7))
oldugunu yazabiliriz.

Tamm 0.27 (Agerlikle Lebesgue Uzayr) 1 < p < oo olmak tzere w () €
A, (R™) agurlik fonksiyonu verilsin. Agurhikly Lebesque uzayr 1 < p < oo olmak
uzere,

LP(w) = PR w) = q [+ [ fllore = /If(x)l‘"w(fﬂ)dx <00

=

normuna sahip tim él¢ilebilir fonksiyonlarn kiimesidir ve LP(w) = LP(R"™, w)
ile gosterilir. Bundan boyle, A, gosterimini Muckenhoupt sinafi olarak ad-
landiracagiz. 1 < p < oo olmak izere herhangi B yuvar: i¢in

p—1
il
sup | — [ w(z)dz / Pldy < 0
>\ 51/ E

ise w(x) € A, (R"™) dir denir (daha fazla bilgi i¢in bakiniz: [9]).
p =1 iken herhangi B yuvar: i¢in

z€eB

|;‘/w(aﬂ)dm < C'essinf w(x)
B

ise w(x) € Ay (R™) dir denir. Yani
Ay ={0 < w € L1pe(R") : M (w) () < Cw (), h.h.y.}

dir. Baz 1 < p < 00 i¢in w agurhk fonksiyonu A, kosulunu saghyorsa w €
Ao dur denir.

Acikcas, klasik Holder esitsizliginden 1 < p < ¢ < coicin A, C A, C A
saglanir. Ayrica, %—i—l% = 1 olmak tizere w € A, ise bu durumda w' ™ € Ay

dir.

Tamm 0.28 (BMO (Bounded Mean Oscillation) Uzay:)
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f € Lipe (R™) fonksiyonu ve bir Q (x,r) kiipi igin

1
faten) = Tl / £ () dy
Q(

z,r)

ifadesine f fonksiyonunun Q (x,r) dzerindeki ortalamas: denir. Bu durumda
! f— fQ(w)‘ fonksiyonuna f fonksiyonunun salimima ve

M/ |f (v) = fawn]| dy

Q(=,r)

ifadesine Q (x,r) tzerinde f fonksiyonunun ortalama salinvma denir.
f € Lipe (R™) igin

1
fl= sup
17 = sup @t

/ 1 () — foldy

x7/r)

olsun. Eger || f]|, < oo ise f fonksiyonu ortalama salinvma sahiptir denir ve
lfll, < oo olmak tizere f € Ljoe (R™) fonksiyonlarimin kiimesi

BMO (R") = {f € Lioc (R") : || f],, < 00}

ile gosterilir.
BMO (R") bir lineer uzaydur. Bundan baska f, g € BMO (R") ve A skaler
olmak tizere

1F+gll, < A1+ Mlgll.

IASIL = IATILAL

saglanar. Fakat ||-||, bir norm degildir. Cinki || f|, = 0 olmast f = 0 ol-
maswne gerektirmeyip f nin sabit olmasiny gerektirmektedir. Bundan baska her
¢ sabit fonksiyonu igin ||c||, = 0 saglanar. |||, bir yari-norm olmasina ragmen
karisikhgin s6z konusu olmadigr durumlarda bir norm olarak adlandirilir. c
bir sabit iken f ve f+ ¢ fonksiyonlar, aynt BMO normuna sahip olup, fark-
lar bir sabit olan BMO uzayimn elemanlar, 6zdestir.

Ayrica, BMO uzayr L™ uzayina biraz benzer, fakat L™ uzays BMO uzayimn
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bir alt uzayidir. Gergekten,

1
m / f(y) = fo@m|dy
Q(z,r)
1 1
0@ )| / Oy + o / | fawen| dy
Q(z,r) Q(z,r)
1
- oy [ Vwldy+ S|
Q(z,r)
1
< QMQ(/) |f (W) dy < 2| ]l oo -

Sonug olarak, || f||, < 2|/ f||;« oldugu i¢in L>*(R™) C BMO(R"™) kapsamast
gecerlidir. Bu kapsamadan Her sinurly (6lgiilebilir) fonksiyon BMO uzayin-
dadur. Fakat, sinarle olmayan BMO fonksiyonlar: da vardwr. BMO (R™) uza-
yna ait olan fakat Lo, (R™) uzayina ait olmayan tipik bir érneklog |x| fonksiy-
onudur.

f € Ly (R") icin f nin M7# f (x) sharp maksimal fonksiyonu

1
M (o) =sup 2 17 0) = foldy
2eQ | Q]
Q
ile tamimlanir, burada supremum z noktasini iceren biitiin @ kiipleri iiz-
erinden alinmaktadir. BM O uzayimin tamimindan, f € Lj,. (R") olmak iizere
f € BMO(R") <= M#f(z) € L* veya ||f||, = |M#[|,.. yamlabilir.
Ayrica, f € BMO (R") ise bu durumda

1
= ||M#f||, . =su inf/ x) —cldx
IFIL, = (|27 7], supinf |/ (x) = ¢
Q
saglanir (bakiniz:[7]).

Simdi de genellestirilmis agirhikli Morrey uzayinin tanimini verelim.

Tanim 0.29 w, R" dzerinde negatif olmayan bir agirhk fonksiyonu, f, R™
tizerinde yerel olarak integrallenebilir bir fonksiyon, ¢ € Ay ve 1 < p < 00
olsun. LP¥(w) = LP¥(R", w) genellestirlmis agirlikle Morrey uzay:

L (w) = { £ € L (R™) 1 oy < )
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bigiminde tanimlanwr ve || f|| Lo ()

1/p
7m0 = 11 o [ rwrewma| <
. o (Rrw) =  SUP w 00
Le-e(w) Le-e(Rrw) zER" r>0 90(7") Y vy
B(z,r)
ile wverilir, burada, B (x,r) = {y € R": |z —y| <r} kimesi merkezi x ve

yaricap uzunlugu r olan agik yuvary gosterir.

Yukaridaki tanimdan,

cp(r) =1 ve 0 < XA < n segilmesiyle LP#(R", w) = LPAR", w) klasik
agirlikli Morrey uzay1 elde edilir (bakiniz: [9]).

co(r) =10 <X <nvew =1 segilmesiyle LP¥(R",w) = LPAR")
klasik Morrey uzayi elde edilir (bakimiz: [11, 19]).

- (r) = 1 segilmesiyle LP#(R", w) = LP(R", w) agirhikki Lebesgue uzay1
elde edilir (bakimz: [9]).

Bu makalede, tanimlari asagida verilen baz integral operatorlerle ilgili
bazi multilineer operatorleri inceleyecegiz.

I'(z)={(y,t) e R} : |z —y| <t} olsun ve Xr(z)» I () in karakteristik

fonksiyonunu belirtsin. m; (j =1,...,1) lerin pozitif tam sayilar oldugunu
varsayalim. my + -+ - +my =m, A; (j =1,...,1) ler, R" {izerindeki fonksiy-
onlar ve

Ryr (Ajims) = 45 () = 30 DA () (w = )"

oo <m;

olsun. Burada R, 1 (A;;2,y) ler, A; lerin mj-inci merteben Taylor kalan

serileridir. Ayrica her «; (i = 1, - -+ , n) negatif olmayan tam say1 olmak iizere,

a = (ag, - ,q,) i¢in |af = E a, al = aql-rap!) 2 = 2t xdr ve
o alel

D® = —%—— ozellikleri mevcuttur.

Oy 0%y,

Tanim 0.30 ¢ > 0 ve ¢ asagudaki dzellikleri saglayan sabit bir fonksiyon
olsun:

D [o@ds -

(2) [¢ (2)] < C (1 +[a)™""
(3) 2|yl <zl igin ¢ (x +y) — w(x) < Oyl 1+ |a|)" @+
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burada C > 0 sayst x den bagimsizdir. Bu durumda, multilineer Littlewood-
Paley operatori

1/2

st = | [ [ F 0 @]
I'(z)

ile tamamlanar, burada

H ijJrl (AJ7 €T, Z)
FA(f) (0,y) = /

Ui (y —2) f(2)dz

|z — 2"

bicimindedir ve t > 0 i¢in ¢, (x) =t (x/t) dir.
Fy(f)(y) = [ * ¢, (y) olsun. Bu durumda, A =1 igin S;} (f) operatérii

1/2

s @ = | [[ IR0 wEE

I(x)

seklinde klasik Littlewood-Paley operatérine donisir (bakinaz:[25]).
H Hilbert uzayina

1/2
nt1

Hn+l = h: HhH = // ’h(y’ t)’
Ry

ile tanamlayalvm. Bu durumda, her bir sabitlenmis x € R" icin FA (f) (z,y),
(0,00) dan H uzayina bir doniigim olarak disiinilebilir ve

S«f (f)(z) = HXF(x)FtA (f) (xay)H )

Sy (f) (2) = |Ixee Fe (F) W)

olduklar da aciktur.
Marcinkiewicz integral operatori ilk olarak Marcinkiewicz [15] tarafindan

2

z € [0, 27]

u(f) () = /'F(“””(;‘“‘?F@)' a|
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xT

bigiminde tansmlanmastir, burada F (x) = / f(t)dt bigiminde tanvmlidor.

0
1944 de Zygmund [26]

e (D, <C AL, 1T<p<oo

egitsizligini ispatlads. Yukardaki p(f) integrali, F nin Marcinkiewicz inte-
grali olarak adlandvrilir ve f nin Hilbert dondisimiiyle olduk¢a dogal bir sek-
ilde iliskilidir. Gercekten,

[ra-0% = - [arn-re-%

dt

= —/CZ[F(x+t)+F(x—t)—2F(:U)}t

_7<F(w+t)+F(x—t)—2F(x)>dt

t t

0

dir. Bu iliski Stein [22]" in Marcinkiewicz integralinin n (yiksek) boyutlu bir
versiyonunu tanimlamasina yol agta.

Sl ={z e R": |z| = 1}, R" de do Lebesgue dl¢iisii ile donatilmag birim
kiire olmak tizere, 2 man asagidaki kosullar, sagladigine kabul edelim:

(a) Q, R™\ {0} tzerinde sifurinci dereceden homojen bir fonksiyon, yani
herhangi bir t > 0, x € R™\ {0} i¢in

Q(tx) = Q(x)

olsun.
(b) Q, S"! dizerinde sifir ortalama degerine sahip, yani

/ Q@) do(z) =0, o= —

Sn—1

olsun.
(¢) Q € Lip, (S™1), 0 <~ <1, yani herhangi bir 2’ ve y' € S igin

1Q(z") — Q)| < Cla" —y'|"
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olacak sekilde C' > 0 vardwr. Bu durumda

o0

/f(x—z) @) dz = Un/ /f(sc—tz’)Q(z’)da(z')it

jz —z2["
R7 0

d dt
- [5G E @S

0
oo

~ / F, (x)\ dt
B t t’
0
singtiler integralini elde ederiz. Burada,

ay

-1

Fie)= [ @2

|z|<t

Q
]
bigimindedir. Buradan, 1 boyutlu duruma benzer sekilde 1958 de Stein [22],

o yiksek (n) boyutlu Marcinkiewicz integralini

1
00 2

moN@ = | [
7 Qz —y) dt
= O/ _/<t |m_y|n,1f(y)dy 3

olarak tarwmlady ve f € LP (R™) ise, o zaman

e (Dlle < ClAl 1T<p<2, (7)

egitsizliging ve p = 1 oldugu zaman ise

C
|{M9(f)>>\}fﬁx||f”/;, tim A >0

egitsizligini ispatlad. Onun sonuglary daha sonra Hormander [15] tarafindan
makalesinde gelistirildi. Nitekim, Hormander [13], makalesinde Q nan Hélder
stirekliliginin daha zayf bir durumla degistirilebilecegini gdsterdi, yani, 2 nin
S dizerinde w(d) siireklilik modiilii
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/w(é)d5< +o0

o

Dini gartini saglar ve pg,

na() = | [

olarak tanimlanir, burada

(S

ﬁ ’

Q !
F(x,t):tﬁ/f(x—z) ai)dz 8 >0,
|z]<t ‘Z‘
bicimindedir.
Benedek vd. [2], Q, © # 0 da siirekli diferensiyellenebilir oldugunda
(Q e C'(S"1)) yukandaki (7) durumunun 1 < p < oo igin saglandigim
gostermiglerdir. Bu durumda, multilineer Marcinkiewicz operatorii

1/2
2 dydt
it (@ = | [ [ 11 @)
I'(z)
ile tanimlanir, burada
!
H ij+1 (A], x, Z)
=1 Qy— =z
B en= [ B ULt WY S
EEr i —
ly—z|<t
bicimindedir. Ayrica, A = 1 igin u (f) operatorii
1/2
dydt
nalP@) = | [ [ 1B WP

I'(x)

seklinde klasik Marcinkiewicz operatoriine doniisiir, burada
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bigimindedir (bakimz:[10]).
H Hilbert uzayimni
1/2

tn+3

Hyps = L b [ = // by, )]
Ri“

ile tanimlayahm. Bu durumda, her bir sabitlenmis x € R" i¢in F/ (f) (z,v),
(0,00) dan H uzayimna bir doéniigiim olarak diisiiniilebilir ve

1o (f) (@) = |[xewF () (z,9)]]

po (f) (@) = |Ixrew £ () )]

olduklar1 da agiktar.

m = 0 oldugu zaman, Sj} ve pj operatorleri sadece multilineer komii-
tatorlerdir. m > 0 oldugu zaman ise S;;} ve pf operatorleri komiitatorlerin
agikar olmayan genellestirmeleridir (bakimiz:[10]).
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Bu boliimde ana sonucu ve ispatini vermeden 6nce asagidaki lemmalar
verecegiz. Bu lemmalar ana sonucun ispati i¢in ¢ok gereklidir.

Lemma 0.2 [5] A, R" de bir fonksiyon, |a] = m ve ¢ > n igin D*A €
L} (R™) olsun. Bu durumda

loc

1
|DYA (2)|" dz

Q(x.y)

By (A;2,9)] < Clo—y[™ Y

jal=m ‘Q (z, y)‘

esitsizligi saglanir. Burada Q (x,y), x merkezli ve kenar uzunlugu 5/n |z — y|
olan bir kiptir.

Lemma 0.3 1 < p < 00, 0 < D < 2" vew € A; olsun. Bu durumda,
f e LP?(R™ w) igin
a.

HM (f)Hsz(w) <cC }'M#f“mw(w);

b.1<q<pi¢cin

1M, )y < C Ul oo

egitsizlikleri saglanar.

Ispat. (a)’ nin ispat1 i¢in, f € LP?(R", w) olsun. B = B(z,r) C R" yuvar
icin M (wxp) € Ay ve herhangi bir w € A; i¢in

/ M (f) () w (y) dy < © / M () () dy

Rn

oldugu [4] de ispatlanmugtir. Buradan,

/ M () @) w @) dy < / M (f) () M (wxs) () dy

< /\M#f(y)\pM(wa) (y) dy
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/ M £ ()|” M (wxs) (9) dy

£ [ el M w

2k+1 B\QkB

/ M# F @) w () dy

IN
Q

L S B Y O
k=0

2k+1B\ 2% B

/ M# £ @) w (y) dy

IN
Q

> / [M*F ()] S dy
k=0

2k+1B

/ |M# F @) w (y) dy

IA
Q

w3 [t sy
k=0

“Vok+1lp

c HM#inpvw(w) Z 27" (257)
k=0

IN

< CIMH i (D) ¢ ()
< CIMHI 0 )
olur. Boylece, genellegtirilmis agirlikh Morrey uzaymn tanmundan,
1M () oy < CIMPF| oy
elde ederiz.

(a)'mn ispatinda oldugu gibi benzer bir argiiman (b)’nin ispatim da vere-
cektir, dolayisiyla (b)’nin ispatin gegiyoruz. m

Lemma 0.4 1 < p < oo vew € A; olsun. Bu durumda, Sy ve jiq operatir-
leri LP(R™, w) tizerinde sinarlidor.
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Ispat. S, icin, Minkowski esitsizligi ve Tanim 0.30 deki (2) sartindan,

1/2
dydt
ss@ < [irel| [ww-arP | e
Rn I(z)
o 1/2
= 2n+26 dydt
< cfue // e |
in 0 1 + =
1/2
s 22n+2t1 n
< o[l / —dydt |
J S RCEATE

olur. Ayrica, |x — y| < t olmas1 2t+|y — z| > 2t+|z — z|—|z — y| > t+]z — 2|
olmasuni gerektirir. Buradan ve

I C
dt =
/ t+ |x )2 +? |z — 2>

0

oldugu igin

1/2

Sy (f)(x) < C[|f(z B St dz
R[ /tﬂ +

0
o[ 1)
| =
R

elde ederiz.

Lo igin ise |z —y| < t ve |y — z| < t olmasi |z — z] < 2t ve |y — 2| >
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|z — 2| —t > |2 — z| — 3t olmasnm gerektirir. Buradan

1/2
12 (y — 2)] dydt
minw < cf |[ [ B2 o ) 22
R le—yl<t
1/2
n—3
< C/If / / Xrg) (01 Q,dedt dz
R lx— y|<t B Z| )
1/2
! 1
i le— 2]2 L (lz = 2| = 3t)
c o[ V@l
|z — 2|
R
elde edilir.
Boylece Lemma 0.3, [3] den elde edilir. m
Lemma 0.5 (Ana Lemma) |a| = m; ve j = 1,...,1 olmak dzere tim «

i¢in D*A; € BMO (R™) olsun. Bu durumda her f € C3° (R"), 1 < g < o0
ve x € R" i¢in

(ST @ < ST X IDaAll, | M, () () (8)
=1 \lagl=m;
(s (H)7" () < C SToD A, | My (f) (2). (9)

J=1 \Jeyl=m;
olacak gekilde bir C > 0 sabiti vardur.

Ispat. 1k once (8) esitsizligini ispatlayacagiz. Bunun i¢in baz Cy sabiti,
T eR"ve f € Cg° (R") icin

7=1 \Jayl=m;

g/ lstn@-cla<cI[| X 1pwal, | @
Q

oldugunu ispatlamak yeterlidir.
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Genelligi kaybetmeden | = 2 kabul edebiliriz. Q) = Q (o, ), 2o merkezli ve
kenar uzunlugu r olan bir kiibii gostersin ve 7 € @ olsun. Ayrica, ) = 5y/nQ
ve Aj (z) = Aj (z)— Z a1 (DA;) 5z olsun. Bu durumda Ry, (A3 2,y) =

v <m;
R, (/L»;x,y) ve |a| = m; igin Do‘flj = DYAj — (D%Aj) bulunur. fi = fxg
ve fo = fxge g i¢in

ﬁij+1 (Aj;az, z)
A ) ) = [ 2

Rn

iy —2) f(2) dz

jz— 2"

HRm 1 <A T z)
- [ Uiy = 2) fa (2) dz

|z — 2"

Rn

fl (3029
+/j_1 |z — 2™ Y (y—2) f1(2)dz

R

a1

ma A2,$Z (a:—z ~
Z / D™ Ay (2) ¢y (y — 2) f1(2) dz

@ — 2"

o1 |=mq

-y / B ) T -

\042\—7"2

T — 2z a1+o2 5 N
+ Z ! '/( | ) D Ay (2) DAy (2) Y, (y — 2)

oqlas! x — z|
RTL

ot [=ma, |z |=m

X f1(z)dz

yazabiliriz. Buradan,

5405 (@) = SE(F) (o)
= ‘HXr(x)FtA (f) (@, 9)| - HXF(ro)FtA (f2) (”Co’y)m

< o () (9) = e B (£2) (0,0)|
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(VAN
>
=
8
I
N
i
=
o~
—
<
|
N
N~—
=k
—~
™N
N~—
Y
N

R (Agiz,2 (z—2)1 a7
b 30 2y [ Rl e o )y, (y - 2) £ (2) d

|a1|:m1 Rn

R, Ayx,z (z—z)2 oz i
e 3 & [ by () (v - 2) £ ()

|agl=m2  gn

1
XF(w) Z aqlas!

|1 |=m1,|as|=m2

+ ap+ag ~ 1
[ DA (2) DA () b (v - 2) i (2)

in
+ XI‘(z)‘FtA (f2) (z,y) — XF(mo)FtA (f2) (o, y)”

olur. Boylece,

’é|/ ‘Sﬁ (f) (@) = Sé (f2) (330)‘ dx
Q

@/[1 (x) dz
Q

+é/[2 (x) dz
Q

+g‘/[3 (x) dz
Q

—i—é‘/ﬁ (x) dz
Q

+@/[5 (x) dz
Q

=h+L+13+1,+ 15

IN

elde edilir. Simdi sirasiyla, Iy, I, I3, I4 ve I5 i tahmin edelim.
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Ik olarak, = € Q ve z € Q i¢cin Lemma 0.2 den R, (zzlj;:):,z> <
Cle—yl™ Z | D% A;l|, elde ederiz. Boylece, 1 < ¢ < oo i¢in Sy nin

|aj|=m;
L7 simirhihigindan

2
n<c[I{ X 1l | i [ 150t @) da

J=1 \lejl=m; Q

q

™

<cII| 3 1omal. ) | 150 (@ ds
J=1 \|oj|=m; 0
2 ) a
<cII| S Ipoa, |1 / 1 (@) de
J=1 \laj|=m; Q
2
< 3 I asl ) a4, @)

laj|=m;
elde edilir.
I igin, 1 < p < o0, 1 <T<OOV€%+% = 1 i¢in ¢ = pr oldugunu
belirtirsek, Holder esitsizliginden

Lo Y pmal, Y /‘Sw “Af) ()| da

|oz|=m2 |1 |=mq
1
a 1 a1 A P '
<c Y o=l Y & )sw (D 1A1f1> (x)) dz
|ova|=m2 |1 |=mq R™
it - P
<c 3 pead. Y et | [ ordsef
|aa|=ma |at|=mq n
pr’
< 3 el Y | & [ [prdsi@)] do
|oz[=m2 o1 [=ma 0
1
Q|/‘f |prd$

2

<Cl{ X ID°4jl, | M, (f) (@)

=1 \lal=m;
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elde ederiz.
I3 igin, I5 nin ispatina benzer sekilde

L<CIT( X ID°4l, | M, () ()

=1 \Jal=m;

elde ederiz.
Benzer sekilde, I icin, 1 < p < o0, 71,719,173 > 1 ve % + % + % =1 i¢in
q = pr oldugunu belirtirsek,

n<c % @/‘sw (D‘“/LDa%Zlgfl) (x)(dx
Q

|1 |[=m1,|as|=me

1 - _
¢ > g / 8, (D 4D Ao i) (o) do
|1 |[=ma,|as|=ma R
1 N - » P
< C Z Q7 /‘DalAl (z) D 4, (z) fi (x)‘ dr
|ar|=ma,|oz|=ma2 T
o
1 ~ pri
> IQI/ DA (@) da
|ar |[=ma,|az|=m2 5
T 1
pr2 Pr3
i
X | — D* A, (x dx = f 2P dar
Q) 1P a/ @
? Q
2
< CII| Do DA, | My (f) (@)
J=1 \|a|=m;
bulunur.
I5 igint

XF(z)FtA (f2) (2, y) — XF(zo)‘FtA (f2) (w0, 9)

]:[Rm]. (A]-;z,z)
= / (Xr(x) - Xr(xo)) Fl\x_—zynﬂ)t (y — 2) f2(2) dz

Rn

+XF(xo)/ (ﬁ - W) ﬁij (Aj; x, Z) U (y = 2) f2(2) dz

R J
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+Xr(x0)/ (er (1211;%2) — R, (Al;l’o,Z)) Rnf;)(f;;fn’z) Yy (y — 2)

RTL

X fo(2)dz
~ ~ R A 30,2

+XF(1‘0)/ <Rm2 (AQa €z, Z) - RmQ (A27 Lo, Z)) %@bt (y - Z)

RTL
X fa (2)dz
_ Z 1 -Rmz (Ag;m,z)(x—z)alxr(z) -~ Ring (Az;xo,z)(IO—Z)QIXF(IO)-

aq! |[z—z™ |zo—2™

loil=m1  gn
XD Ay (2) Y, (y — 2) fa (2) dz
- Z 1 By (Ariz2) 0=2)2 Xy By (A120.2) (20=2) 2 xr g |

042! |$—Z‘m |$0—Z‘
Q2|=m2 n

x D2 Ay (2) 1, (y — 2) fo (2) dz

+ § : 1 (z=2)1F %2y (z0—2)"1*2xp ()
alas! |lz—2|™ |xg—z™

|1 |=ma,|aa|=m2 Bn

x D1 Ay (2) D*2 Ay (2) 0, (y — 2) fo(2) dz
= Iél) + 15(2) + Ié?’) + 15(4) + Ié5) + 15(6) + 15(7)yazarlz. Ayrica, Lemma 0.2 ve

Q|

bo, — bo,| < C'lo
|Q1 Q2|— g<‘Q1‘

)1bl. @ Quign
esitsizliginden (bakimz: [24]) z € Q ve z € 28H1QN\2FQ) icin

‘Rm (A;x,z)) < Cla—2" Y (HDGAH*+‘(DQA)Q(W)_(DQA)QD

laf=m

IN

Cklz —z|" ) |D°Al,

la[=m

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir.
r € Q ve z € R™\Q icin |z — z| ~ |zg — 2| oldugundan ve a > b > 0
icin a'/? — b2 < (a — b)l/ 2 esitsizliginden ve Lemma 0.4 {in ispatina benzer



n+1
]R+

X[ (y = 2) [ f2 (2

2
1112, (A2) 1220

<(C [
>~ |I0*Z‘m'

R

1 dydt
X W tn—1
(x)

<C|[|=
= |zo—2|™

R™

2

j=1
z—z|™

_/( B

[ 117, (5522

HXF(z) Y, )
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dydt
ST dz

XF(:ro) (ya t) ‘

F(Io)

2
[L17e, ()12

//

ly|<t

2
11z, (As2) 1220

j=1
=

R

1
(t+Hz+y—2)"T (t+lwo+y—z)*" T

_z==mo|

/ / (=277 1

lyl<t

2
L1 2 (A2 202

dz

SO/“

Rn
2

<cII[ 3 1pea,
j=1 |a|l=m;
2

<cII| X 1p=a,
J=1 \|a|=m;
2

<CI [ > o4y,
J=1 \|a|=m;

‘z072|m+7l+1/2

> |

F=0sk 15\ 240

1/2
dydt
£l dz
1/2
%’flf dz

1/2

dydt dz

2_|z—wo['/?

Z‘VL+1/2 ‘f( )‘dz

|zo

Z E29-k/2__1
k=1 |2k

M (f) (%)

G
2kQ
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IN

|

/|x0 Tfi‘”“ ]lj[l ’ij (Aj;:n,zﬂ |f2(2)| dz

A
Q
=

S 1Dyl Z [ Pkl

]:1 |o¢|:m]' 2k+1Q\2kQ
2 [e’e]

< cII[ 3 Ipeay, Zm- /!f )| dz
J=1 \|a|=m; k=1 2’“Q

IA
Q
—

> DAL | M (f) (@)

=1 \Jal=m;

elde ederiz.
Iég) ve 15(4) i¢in

R, (A;Lz) — R, <f~1, T, z> ﬁz: 5 =8| (Dﬁfl;x,xo) (x — Z)ﬂ
<m
formiiliinden (bakimz:[5]) ve Lemma 0.2 den
‘Rm </~1;x,z) — R, ([l; xo,z>‘ <C Z Z |z — x|z — 2P| D2 A,
[Bl<m |a|l=m

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Boylece, Lemma 0.4 iin ispatina benzer
sekilde

2

|9 < eII{ X 1, Z | _”“"2L|f<>\dy
I=L \lol=m; “Oorr1gn 240
2
< I 3 D4y, | M(f) (2)
J=1 \|a|=m;
ve

H];@chf[ > ID AL | M () (@)

i=1 \Jal=m;

bulunur.
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Yine Lemma 0.4 {in ispatina benzer sekilde ve % + ; = 1 i¢in Holder
esitsizliginden
7]
Rm2 (AQ;I,Z) (z_z)alX[‘(w) o Rmz (A2§105Z)(I0_Z)QIXF(J;O)
<C > [ fo—2T" [wo—2I"
‘al‘::nllﬂ§n ><zbt (Z/ - Z)

X ’Dalfll (z)’ fs (2)] d2

<0 Y oAy, Y S k(2b 42

|a|=m2 |ai|=m1 k=1
1/q

1 a1 1 , 1 q
o [ o) a | | gty [ 1@

2kQ 2kQ

2

<CII( X D240, | M, (f) (@)

=1 \Jal=m;

Hf‘ﬁ’H<CH S DA, | M, () ()

la=m;

elde edilir.
Son olarak I, 5(7) icin ise, % + % + % = 1 olmak {izere r1,7y > 1 alarak

@90 (0= e
=C Z / H [ |acfz\mxr( S |zofz\mxr( O)} ¢t (y - Z)H

|t |[=ma,|az|=magn

‘DalAl ‘DQQAQ ‘ |f2 | dZ
1/q
SC 3 REM) gl [ 10Ny
|t |=ma,|az|=mo k=1 2’%—2
1/T1 1/T2
a1 1 ! 1 ag 1 2
s [ o) | | gy [ oAy

2'@ 2kQ

<CII( X ID°40, | M, (f) (@)

=1 \lal=m;
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bulunur. Boylece,

i< CTT{ > 104l | M, (f) (@)

i=1 \Jal=m;

olur.

Sonug olarak, (8) in ispati tamamlanmis olur.

Simdi de (9) nin tahminine donelim. @, @), A; (x), fi ve f (8) in ispatin-
daki gibi aynisi olsun.

Hij-l-l(Aj;x,Z)
FA) (00) = [ 252 () s

ly—2z|

aq! |[z—z™ ly—2""T

B Z 1/Rmz(ﬁz;x,z)(x—z)°‘1 D‘“fh( ) Qy—z)_ f ( )

LS o [l g e o,

as! |z—z™ ly—z|

z—z)*1te2 o 4 az A z
Y kDA ) DA () 2 () ds
o [=my, | |=ma R™

olarak yazarsak bu durumda

5/ — i (f2) (o) da

| A

e / X F () (2.9) = X B (1) (0, 0)||
Q

HRm A xz
Xr(m)/ e (2) 2 de

Rn

IN
g~
Qe

)

Ron, (A 7,2 ) (x—2)*1 o z
+1/ Xrw) D alu/ 2 EH\)m DA (2) 220 1 (2) dz|| da
Q
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oy (i) o9 o )
JrKl?I/ Xr@ D aly/ 3 \1zfz|)m D2 Ay () 22 fy () dz|| de

ly—="""
Q lag|l=m2  gn

1
XTI () Z ailas!

|1 |=ma,|az|=ma2
Jrmlzl/ . ) dx
J X/%Da%l( ) D2 Ay (2) 22 fy (2) dz

Rn

+@/ Xl"(z)‘l‘?‘tfi (fQ) (flﬁ', ) XF (z0) (f2 To, Y H dx

=L+ b+ I3+ 1+ J5
olur. Buradan, (8) nin ispatina benzer gekilde sirasiyla

2
o< [T X D%Aj*) @/!Mn(ﬁ)(l‘ﬂdl‘
J=1 \|aj|=m; Q
2 1 ¢
< oI[| X 1pal. | { i1 oo ) @)
J=1 \|oj|=m; Q
2
< CII( X2 DO‘AJ'*) M, (f) (@),
J=1\la|=m;
JQ < Clazlz_:m2HD042A2H = ‘Q|/‘MQ lA fl)( )‘
1 ~ q
< C Z | D22 Ay, Z (Q/MQ (Da1A1f1> ($)‘ da:)
|ca|=m2 |1 |=ma Rn
<

H ( > DaAj*) M, (f) (&),

|oo|=m;

H ( > D‘“Aj*) M, (f) (7)

|o|=m;;

1
q
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ve
1 - -
< c Y @‘/ ‘MQ (D“lAlD“2A2f1> (x)) dz
|a1|=ma,|az|=m2 0
1 o o\
< C Z m/ ),uQ (DalAlDa2A2f1> (l’)‘ dx
|1 |=ma,|az|=m2 Rn
2
< CIT [ DO Ip*4;l, | M, (f) (@),
J=1 \Ja|=m;
elde edilir.
J5 igin,
XF(x)FtA (f2) (z,y) _XF(mo)Ft (f2) (z0, )
2
Hij (Aj;;c,z) 0
= / (XF(z) o XF@O)) = |z—z™ ‘y_i?ﬂ_—zl)—l; f2 (Z) dz
R’IL
+Xr(zo)/ <\z 7 oo z|m) HRmJ (&-;%z) y|712)1 fa(2)dz
R® J=1
~ ~ Ring Ag;x,z _z
+XF(.TO)/ (le (A17 €T, Z) - le <A17 Zo, Z)) |J’)0(*Z‘m ) ‘;27(2‘”,)1 fQ (Z) dZ
RTL
- ~ R Al;x 2 —z
+Xr($0)/ (Rm2 (AQ, xZ, Z) — Rm2 (AQ, Zo, Z)) |1zgfz\"? ) ‘352"21 fg (Z) dZ
R'n,

ai! |lz—z|™ |zo—z™

Z 1 Riny (A2iw,2) (2—2)Ixp(sy Ry (Az;xoyz)(wo—Z)alxmxo)]
‘al‘ mi1 Rn

x 22 per 4, (2) fo (2) dz

ly—z""
_ Z ] {le([él;x’z)(ff‘z)wxf(w) _ Rm1(Al?xo’z)(gfo—z)a2><r<wo)]
as! P P L
Wt 2Rn |z—2z] [zo—2|
X \;2(?;\ 2D Ay (2) fo (2) dz
+ Y o / [(hz)amfnx% B (IO,Z)aﬁaanF(m)}
arlag! = lz0—7]

|1 |=ma,|az|=m2 R

X 202 D A (2) D2 A (2) o (2) d
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yazabiliriz, bu durumda Lemma 0.4 iin ispatina benzer sekilde

sl < CTT [ D_ ID*4ll, | M, (f) (@)

i=1 \Jal=m;

elde edilir, bu da (9) nin ispatin1 tamamlar. m
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Bu boliimde asagidaki teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 0.2 1 < p <o00,0< D <2", we A, |of=mjvej=1,...,1
olmak dizere tim o i¢in D*A; € BMO (R™) olsun. Bu durumda

185 Dl oy < € ST ADYA L 1wy (10)

oy |=m;

|
-

l

CH Z ||DajAjH* ||fHLP#P(w) : (11)
J

L \legjl=m;

16 () HLw(w)

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardar.

Ispat. Tk 6nce (10) esitsizligini ispatlayacagiz. Bunun icin, Lemma 0.5 de
1 < ¢ < p alarak ve Lemma 0.3 den

155 Doy = CIMSEED ooy

IN

< C SA #

- H( w(f)) Lr# (w)
2

< CII{ Do DAl | 1My ()]l ey
J=1 \|a|=m;
2

< CH Z ||DajAj||* ”fHLp,w(w)'

=1 \lal=m;

elde ederiz, bu da (10) iin ispatini tamamlar.Ayrica (11) iin ispat1 (10) iin
ispatindaki gibi benzer sekilde devam ettiginden, detaylar1 atlayip Teorem
0.2 in ispat1 tamamlanir. m
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Bu caligma, “Izmir Matematik Giinleri-V, 27-29 Eyliil 2023, Cevrim-
i¢i, Izmir, Tiirkiye” baslikli sempozyumda sozlii sunum olarak sunulmus-
tur.
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