Bolum 3

Ters Matris Yontemi Kullanilarak Kosiniis
Fonksiyonunun Kuvvetinin integralinin
Hesaplanmasi 3

Ferit Giirbiiz!

Ozet

Ters matris yontemi kabaca N tane dogrusal esitlik ve 7 tane bilinmeyenden
olusan denklem sisteminin ¢Oziimiinde yararlanilan yontemdir. Boyle bir
denklem sistemi matris ve vektorler kullanarak Ax =b bigiminde ifade
edilir. Burada A4 katsayilar matrisini, X ¢6ziim vektoriinii ve b de sabitler
vektoriinii verir. Eger 4 matrisin tersi alinabilirse X in ¢oziimii, X = A7'b
seklindedir. Bu galigmada, kosiniis fonksiyonunun integralini belirlemek igin
ters matris yontemini kullandik. Elde ettigimiz formiil, kosiniis fonksiyonunun
integralini bulmaya alternatif bir yol olarak kullanilabilir.

1. Giris

Matrisler, dogrusal denklem sistemlerinin  ¢oziimiinii bulma [1],
formiilleri basitlegtirmek i¢in dogrusal diferansiyel denklem sistemlerini
matris bigiminde yazma [2] gibi bir¢ok farkli matematiksel problemde
kullanilabilir. 2014 yilinda Matlak vd. [3], ¢ift kuvvet ve tek kuvvet olarak
siniflandirilan  siniis  fonksiyonlarimin - kuvvetlerinin = belirsiz  integralini
bulmak igin matris tersinin uygulamalarini verdi. Her seyden once, yazarlar
[3] asagidaki diferansiyel denklem sisteminden bahsetmistir.

flv :al,lfl +"'+a1,nfn
ﬂ :a2,1f1 +"'+a2,nfn (1.1)

f;; = an,lﬁ +'“+an,nf;1
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sistemi
fl‘ al,lfl +"'+a1,nfn a, o 4, fl fl
= : =|: IR D=4
f;; an,lf{ +“.+an,nfn an,l an,n f;'l fn

seklinde bir matris formunda yazilabilir.

Sistem (1.1) in 4A=[a,,],., matrisinin tekil olmadigini varsayalim.

Ayrica, sistem (1.1) in (f, f5yees fn)T ¢Oztimlerinin lineer eglemesini

agagidaki gibi
ANEA /
T| :|=|:|=4]:
L)\ I,

T' olarak alalm ve g,,g,,...,g, fonksiyonlariin denklem (1.1)
sisteminin ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Boylece,

& &
T| A" | |=447"] ¢ (1.2)
gn gn
olur. Eger,
& G,
A =] (1.3)
&) \G,

ise bu durumda i=12,...,n i¢in G, ler g, lerin belirsiz integrali
olur. Integrali bulmak igin bir 6rnek olarak, Swartz’'in [4] makalesinden
esinlenerek

g (x) =coshaxsinbx , g, (x) = coshaxcosbx

g, (x)=sinhaxcosbx , g, (x)=sinhaxsinbx

fonksiyonlarini verebiliriz. Bu durumda, operatorler matris formunda su
sekilde yazilabilir:
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& g’ 0 b 0 &
T 8 |_ g _ -b 0 0 | &
83 g 0 a 0 -b| g
&4 g a 0 b 0 84

Eger ab#0 ise T operatoriiniin matrisinin tersi su sekildedir:

0 b 0 a
e 21 : b 0 a 0.
a+b"|0 a 0 b
a 0 -b 0
Bu nedenle,
—bg,(x)+ag,(x
i ) )
bg (x)+ag,(x
MEPRCICIES

gibi integralleri bulmak miimkiindiir.

Bu galigmada, kosiniis fonksiyonunun gift ve tek kuvvetlerinin belirsiz
integralinin formiillerini ters matris kullanarak bulmak i¢in bu yontemi
kullanacagiz. Burada, integral sabitleri atlanmugtir ve bu kural bundan sonra
da gegerli olacaktir.

Son olarak, ¢aligma boyunca ¢ift faktoriyelin (tiim 7 tam sayilari igin)
tanimi agagidaki gibi kullanilacaktir:

1

n

(n—2k) , n>ltekise

1|

iU
N o

(n—2k) , n2>2ciftise

—

nll=

T
(=]

1 , n<0ise
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1 , n=>ltekise
=<n(n—-2)--2 , n>2iftise
1 , n<0ise

2 Ana Sonuglar

2.1 n tek olmak iizere cos”x nin integrali

n=13,5,... i¢in g(x) =c0s"x olsun. Bu durumda, g(x) in ikinci
tiirevleri

" -1 . -2 2
(cos"x) = (—ncos" xsmx) =n (n - 1) cos" “x—n-cos"x olur.

Buradan g(x) in ikinci tiirev operatOriinii agagidaki matris bigiminde

yazabiliriz:
cosx (cosx)’ —COSX
cos’x | | (cos’x)’ 6cosx —9cos’x
Ak . = X = .
cos‘x ) | (cos'x) ) |k(k—1)cos* x—k’cos'x
-1 0 - 0 0 cosx
32 -3 0 0 || cos’x
0 0 - k(k-1) =& |(cos'x

k+l
burada k tek bir sayidit. detd, =(=1) 2 (k!1)* #0 oldugundan ve
A, ; [3] de sinx fonksiyonunun tek kuvveti durumunda matrise kargilik
geldiginden, ters matris

-1
A =100 4
2 2

seklindedir, burada



CQi-1? 17

C(n-2)n 1 (2i-2)n

dir.
(1.2) ve (1.3) den

I( ) cosxdx) dx
I(ICOSSde)dx
I(Icoskxdx)dx
_a1,1 a,,

~ a, a,,

a 1 A

2’ 2’

2 2

elde edilir.

3 k
a,,cosX +a, ,co8°x +-+-+a , ,co8"x

3
a, ,COSX +a, ,Co8" X+

3
Ay COSX+dy, COSX -+

n(n-1)1(2i-1) (2i=3)11 ~ 1>

COSX

3
| cos’x

costx

COSX

3
2|l cos’x

costx
Qint ket
272 |

)

k

+a ,,,Co8 x
2,7
2

k
+0EECOS X
272
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Boylece,
f(fcoskxdx)dx:aﬂlcosx+aﬂzcos3x+---+aﬂﬂcoskx

’ 2’ 272
1 (k—l)!! (1—2)!! (3—2)!! 3 (k—2)!! .
__%(k—zy{IO—UHmEx+3@—0Humx+k(k—UH“mx
olur.

n=1,3,5,...,k oldugu i¢in

n-1)/2
I(fcos"xdx)dx (n 1”( >, ! 21 D! cos”“x] (2.1)

S 2i+1 (20!

bulunur. Sonra (2.1) de tiirev alinirsa,

fcos”xdx:—(n_l)!! (H)/zi ! Mcosz’“x
n!! = dx2i+1 (21')..

e

elde edilir.
Ornegin n=5 oldugunda,

5-1)!! G2 (2i-1)1t
fcos”xdx:( 5”) sinx{ ucosz’x]

8 . 4 . » 1. 4
= —sInx + —sSINXcos X + —sinxcos" x
15 15 5

olur.

2.2 n gift olmak iizere cos”x nin integrali

-1
n=2,4,6,... iin g, (x) = cos"x— "~ cos"2x olsun. Bu durumda,
n

g, (x) in ikinci tiirevleri
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(gn (‘x))“ = (nT_l(n - 2) Sil’DCCOS”%x — nSin)CCOS'le)'

=(n—-2)*(n—1)/n (cos"zx _n=3 cos”4xj -n’ (cos"x = cos”zxj
n—= n

olur. Buradan g, (x) in ikinci tiirev operatoriinii asagidaki matris

bigiminde yazabiliriz:

g, (x (gz(x))"
B g4.(x) _ (g4(x))"

g (x)) (g (x)

—4 (coszx — 1}
2

3 coszx—l -16 cos4x—icoszx
2 4

(k—2)° (k - 1) lk (cos“x - ]]i _; cos“xj . (cos"x - kcos“x}

__22 0 . 0 0 ] gz(x

_|2743/4 4 0 0 | &)

0 0 o k=27 (k-1)/k k(& (x)
k

burada k ift bir sayidir. detB, =(=D)2(k1)* #0 oldugundan ve
B, ; [3] de sinx fonksiyonunun ¢ift kuvveti durumunda matrise kargilik

geldiginden, ters matris

k
2

B =[b,,],
2

seklindedir, burada
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dir.

0
1
@iy
1 (2i-1)n (25

i) (211 (20)

(1.2) ve (1.3) den

J(I(coszx —%) dxj dx

f[f(cos“x —%coszx] dxj dx

f(f(coskx - %cosk"zxj dxj dx

T (cos2x - lj
2
(cos“x - 3coszxj
4

2 ] (coskx —%cosk"zxj

1 -1
b, | cos’x—= |+b,, cos4x—§cos2x +-+b, coskx—k—cosk’zx
’ 2 ’ 4 I k
2 1 4 3 2
| by cos x—E +b,,| cos x—zcosx 4o

1 3
b, [coszx - j +b, [cos“x - coszxj +eotb,
E,l 2 5,2 4

b, by
2

bz,z b k
2,=

2

by i be v
2’ 2’2

b

+b

(coskx _k-d cos“xj
X k

(coszx - lj
2
(cos“x —icoszxj
4

[coskx - Tcoskfzx

2

k

)




Ferit Giirbiiz | 39

elde edilir.

A, ile aym gekilde, n ift olmak iizere agagidaki formiilii elde ederiz:

RPN Gl L [E S C) LN
f(fcos xdx)dx_ 13 ;(2:‘—1)!!(2:’)2 cos”x | (2.2)

Boylece, (2.2) de tiirev alinirsa

-1 2 nl/2 N
jcos"xdxzu(ix—_z_(zl)" iCOSZixJ

nlt \de 2 & (2i-1)11Q2i) dx

i=1

olur.

3 Sonuglar

Bu ¢alismada, ters matris yontemini kullanarak belirsiz bir integrali
bulmayz ele aldik. Ele aldigimiz fonksiyon kosiniis fonksiyonudur. Tlgilenilen
fonksiyon kosiniis fonksiyonudur.. Amacimiz ise, kosiniis fonksiyonunun
tek ve cift kuvvetlerinin belirsiz integrallerinin formiillerini ters matris
yontemini kullanarak ayr1 ayr1 vermektir.

Carpim  fonksiyonlarin ~ ve  bileske  fonksiyonlarinin = 7-kez
diferansiyellenebilmesiyle elde edilen matrisin diger bazi uygulamalar: [5]
de incelenmigtir. Ayrica, ¢aligmada elde edilen formiiller, trigonometrik
Ozdeglikleri tiretmek i¢in kullanilmugtir.
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