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Ozet

R’ uzayinin elemanlart {izerinde kurulan yapiya gore isimlendirilir. R’
uzay1 afin yapiyla ele alindiginda noktalar ciimlesi, vektor uzay: yapisiyla
ele alindiginda vektorler ctimlesi, projektif yapisiyla ele alindiginda yonlii
dogrular ciimlesi olarak ele alinabilir. Her farkli durum igin R’ uzayinin
izomorfik oldugu yapilar farklihk gosterir. Birebir eslemelerden biri R? {in
yonlii dogrularinin birebir eslendigi birim dual kiiredir.

Birim dual kiirenin temelinde olan dual sayilar, Clifford [1,2] tarafindan
tanimlanmug olan sifirdan farkh ancak kendisiyle dual ¢arpimu sifir olan dual
birimle tanimlanan sayilardir.

Birim dual kiire [3,4] form olarak kiire konseptine sahip, dual ¢arpimi ve
dual i¢ garpimu kullanarak tanimlanan kiiredir. Birim dual kiirenin yonlii
dogrularla [4] birebir eglemesi sonucu olarak R* uzayindaki regle yiizeyler
birim dual kiirenin egrileriyle eslenir ve incelemeler senkronize olarak ele
alinabilir.

1. DUAL SAYILAR

R reel sayilar climlesini gostersin.

*: RxR—> R, (a,b)*(c,d) = (ac,ad +bc)
olarak tanimlanan igleme dual garpim iglemi denir [4].
(RxR,*) ikilisi D ile gosterilsin. D iizerinde toplama iglemi
DxD> D (a,b)®(c.d)=(a+c,b+d)

olarak tanimlansin. (®, @,*) tglist birimli ve degisimli bir halkadur.
Yani agagidaki sartlar saglanir.
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1. (D, @) degismeli bir gruptur,
2. ® de * islemi birlesme 6zelligine sahiptir,

3. ® de * iglemi @ iglemi tizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligine
sahiptir.

(D, ®,*) birimli ve degisimli halkasina dual saydar ciimlesi denir.
Bir d = (a,b) €® dual sayist
d= (a,b)
—(@,0)+(0,5)
=a(0,1)+5(0,1)

olarak yazilabilir. Bu yaziligla birlikte (0,1) dual sayisina d nin reel
birimi ve (0, 1) dual sayisina da d nin dual birimi ad1 verilir.

Dual birimi ¢ ile gosterilsin. ¢ nin kendisiyle dual garpimi klasik dual say:
tanimina gotiiren bir 6zellige sahiptir.

Carpma iglemi yapilirsa

e*&=(0,1)* (0,1)
(0.0,0.1+1.0)

(0.0
ve {(a,0)|(a.0) e® }—) R birebir eslemesinden dolayr &* =0 elde

edilir. Bu son esitlik dual sayilarin klasik tanimindaki 6n sarttir.

{(a,0)[(a.0)eD | >R ve {(0,5)[(05)eD } >R bire bir

eslemeleri kullanilarak bir

d= (a , b) €® dual sayist dual birimin ¢ ile gosterimi de kullanilarak

d=a+eb

seklinde veya yaygin kullanimiylad = a + ea’ yazilabilir. d = a + ea’ dual
sayisinin eglenigi ise d = a —é&a’ olarak tammhdr.

2. Birim Dual Kiire

® dual sayilar climlesini gostersin.

D’ =D xD xD

olarak tanimlanan ciimle {izerinde toplama ve skaler ile ¢garpma islemleri
agagidaki gibi tanimlansin.
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VAeD’, A=(4,4,,4,),A= (al +ea, ,a, +&a,,a, +5a;),
ai,a: € R olmak iizere, VA,Be D’ ve V1D i¢in
Toplama islemi:

©:DxD’ >D°, 4+ B=(4,+B.4,+B,,4,+B,)
Skaler ile carpma iglemi: , A O A = (/1A1 ,AA,, /1A3)
seklinde tammbhdir. (D°,®) @ iizerinde bir modiildiir.
Tanim.2.1: ®° modiiliiniin her elemanina dual vektér denir.

®* {in bir 4= (AI,AZ,A3) elemant reel ve dual olarak soyle de
yazilabilir.

A:(a1 +8a:,a2+5a;,a3+8a;)
:(al,a2,a3)+8(af,a;,a;))
=d+ed ,a,d R’
D° iizerinde dual i¢ carpim: VA, B € D’
<A,B):<d+ga*,l5+gl?>

:<c‘z,l5>+e(<a,l7>+ <a*,5 >

=C+ec

Tanimlanan dual i¢ garpima bagli olarak bir dual vektoriin normu tanimi
sOyledir.

Tanim 2.2: Bir A€®’ A=a+ed icin, a # 0 olmak tizere, 4 nin
normu

Il 4ll= (||zz||,<é’a*>

- )

lall

olarak belli olan dual sayidir.

Tanim 2.3: || 4||= (1,0) olan A4 dual vektoriine birim dual vektor adi
verilir.

A birim dual vektor ise a nin reel ve dual kisimlart i¢in ||@||=1 ve
- %
a,a y)=0 dir.
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Dual sayilar ve dual vektor igin buraya kadar aktarilanlar birim dual kiire
igin gerekli olan bilgilerdi. Study dontisiimii ve ilgili teori igin temel olan
birim dual kiire tanimi ile devam edilecektir.

Tanim 2.4: DS = {;l =a+ed /|| A|= (1,0)} c®” ciimlesine birim
dual kiire denir.

Teorem 2.5. Birim dual kiirenin noktalar1 R? uzayindaki yonlii dogrular
ile birebir eslenir.

Ispat: Ispat i¢in R® deki her yonlii dogrunun bir tek birim dual vektor
tanimladigini ve her birim dual vektoriin R? uzayinda bir tek yonlii dogru
tanimladigin1 gostermek yeter.

Sekil 2.1

Sekil 2.1°deki notasyonlarla R’ deki bir dogrunun vektorel denklemi
(F—p)xii =0
olarak yazilir. Vektorel denklemde || i ||=1 almak genelligi bozmaz.

- . =
XXUu=1u
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vektoriine # vektoriiniin O noktasina gore vektorel momenti denir. u
vektorii, X noktasinin dogru iizerindeki segilisinden bagimsizdir, soyle ki;
dogru tizerinde X den bagka bir Y noktas1 segilmis olsaydi,

(y—p)xii =0
= Jxii— pxii =0
= Pxil = p xil = u
elde edilir ki bu da iddiayr dogrular. Béylece dogru tizerindeki temsilci

nokta olarak X yerine O noktasinin dogru iizerindeki dikme ayag: olan Z
noktas1 alinabilir.

|

> —_—

=0Z olup || u' || dogrunun O noktasina olan uzakhigidir ve
<L7 ,f> =0 dir. Boylece (‘u,f) vektor cifti
lla|l=1

o) )

ozelliklerini gercekleyen bir vektor ciftidir ve & +&u’ dual vektorii igin

<

it +u” =1
dir. Sonug olarak
i+eu €®’
yani R’ de bir yonlii dogru verildiginde tek tiirlii taniml bir # + cu’

dual vektoru elde edilir.

Ispatin ikinci kismi: i +eu’ € DS verilsin. [l ]l=1 ve <l/7,1/7 > =0 dir.
Sekil 2.1 deki gosterimlerle devam edilecektir.



84 | Dual Birim Kiire ve Study Doniisiimii

=l

=l

Sekil 2.2

Orijinden gegen ve u  vektoriine dik olan diizlem E ile gosterilsin.
O merkezli ve ||u ||=r yarigapli ¢ember ¢izilsin. Bu g¢emberin teget
vektorlerinin # ve -u vektorleri ile gakigigr noktalardaki dogrular, A ve B
noktalarindan gegen, # ve - # vektorlerini dogrultman vektorii kabul eden
iki dogrudur. # vektoriiniin belirledigi yone sahip olan dogru (u, u’) ikilisi
ile belli olan dogrudur.

3. SD iizerindeki i¢ carpimin yorumu

D° dekiiki D, =i + cu’ ve D,=v+ v dual vektérlerinin i garpimi

(D, D,)=<ii+eu’ ,v+eV >

=(u,v)+e(<ii, Visd<u, v >)

dir. D,,D, € DS ve D; ile belli olan dogrud, ve D, ile beﬂi_?lan dogru
d, olsun. d, igin dogrultman vektorii i, vektorel momenti u , d, igin

dogrultman vektorii ¥ , vektorel momenti v dir. d, ve d, dogrularmimn
ortak dikme ayaklar1 A ve B olsun.
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dq

CTRN "\\

Sekil 2.3

- ¥ 7T . Lo [ 8 I
axu=u ,bxv=v dir. uxv vektori her iki dogruya da diktir ve

uxv||AB, AB=a—b olup, d, ve d, dogrular1 arasindaki uzaklik

dir. <D1 , D2> i¢ garpiminin reel kismi
(@,v)=llalllvlcosd , 0=sq(v,”)
olarak elde edilir. Dual kisim igin hesaplama goyledir:
<@,V >t<u v >=<a,15xv>+<axa,\7>
=(@.b,7)+(a.a,v)
laxv o
=||@ Il v || sin6.6"
dolayisiyla sonug olarak
<Dl ,D, > = cos0+¢ sin6.0"
=Cos (9 +e O )
elde edilir.



86 | Dual Birim Kiire ve Study Doniisiimii

cos(t9+86?*):cosﬁ.cos(g 9*)—sint9.sin(8 0*) *)

Taylor agilimi uygulanirsa,

g0 &'9°

cos(g 9*)=1 X A =
sin(gé?*) =g — £0” + £6” —..=&0"
2! 5!

bu agilimlar (*) esitliginde yerine yazilirsa
cos(@ige*) = cos 0T &0 sinb
elde edilir.

0+£0° degerine dual agi denir. @ degeri iki dogru arasindaki ai ve 6°
degeri ise iki dogru arasindaki en kisa uzakliktir.
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