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Cesaro Fonksiyon Uzay1 Uzerinde
Genellestirilmis Hausdorft Operatoriiniin

Sinirliligr 3
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Ozet

Banach uzaylar1 fonksiyonel analizde 6nemli bir rol oynar ve ozellikle
uzaylarin normlart dogrusal operatorler ve p-integrallenebilir normlar
tarafindan tiretildiginden ¢ok sayida uygulamaya onciiliik eder. Bu baglamda,
genellestirilmis Hausdorff operatoriiniin  analizdeki gesitli problemlerle
derin bir iligkisi vardir. Uygun ¢ekirdekler igin; Hausdorff operatorii, Hardy
operatorii, Cesaro operatorii, Riemann-Liouville kesirli integrali ve diger bazi
operatorler gibi klasik operatorlerden bagka bir sey degildir. Bu galigmada
Cesaro fonksiyon uzay: tizerinde genellestirilmis Hausdorff operatoriiniin
davranigim inceledik ve bu operatoriin bu uzayda sinirli olmasi igin @ ve a
kosullarini belirledik.

1. Giris

Son yillarda Hausdorft matrislerinin dizi uzaylari ve ¢esitli fonksiyon
uzaylar1 lizerinde toplanabilme yontemlerinden operator teorisine kadar
incelenmesi, esas olarak operatorlerin sinirhiligr iizerine yapilmistir. Ayrica,
Hausdorft matrisleri, Cesaro, Riesz, Norlund matrislerini vb. igerdiginden,
toplanabilme yontemleri teorisinde ¢ok 6nemli bir rol oynar. Baslangigta,
Siskakis [ 1] analitik fonksiyon uzaylarinda Cesaro operatoriiniin 6zelliklerini
inceledi ve Cesaro operatoriiniin H” normunu, bu operatorii bilegke
operatoriiniin bir yar1 grubuna iliskilendirerek elde etti. Georgakis [2], ¢
gekirdegi ile tanimlanan

H ()= [5G (2
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klasik Hausdorff operatoriinii inceledi ve bu operatoriin @ € L (]R)
igin L'(R) de sl oldugunu gosterdi. Burada dikkat edilirse

Zon) (t) , (0, 1) tizerinde bir karakteristik fonksiyon olmak iizere eger
(D(t) =qa (1 — t)a_l X (t) ise bu durumda 'H(p Hausdorff operatorii

a mertebesindeki Cesdro operatoriinden bagka bir ey degildir. Ayrica,
uygun @ ¢ekirdegi igin, Hausdorff operatoriiniin 6zel bir hali olarak
Calderén maksimal operatorii elde edilebilir. 2001 de Xiao [3], L” (R")

ve BMO(]R") tizerindeki H,, operatoriiniin karakterizasyonunu inceledi.

Ayrica, yazar bu makalesinde H,, operatoriiniin L (R”) tizerinde sinirh

1 _n
olmasi i¢in ancak ve ancak Jt r go(t)dl <00 olmasi gerektigini gosterdi ve

0
operatoriin normunun esitligini elde etti. 2014 de, Kuang [7], R" tizerinde

@ ¢ekirdegi ve a pozitit monoton fonksiyonu tarafindan tiretilen

Hoa (ﬁ(ﬂ{(ﬂ(ﬂf{%t)}dt (1.1)

genellestirilmis Hausdorff operatoriinii tanitt1 ve bu operatoriin agirlikl
Herz uzaylarinda smirliligini inceledi. Burada, a fonksiyonu (0,00)
araligy tizerinde ve ¢ fonksiyonu ise [0,00[ arahigy tizerinde Olgilebilir
fonksiyondur.

Diger taraftan Cesaro fonksiyon uzayi, fonksiyon uzaylarinin en 6nemli
orneklerinden biridir ve Cesaro dizi uzaylarinin [0,00[ ‘a kadar olan bir
geniglemesidir. Cesaro dizi uzaylart ise 1968 yilinda Hollanda Matematik
Dernegi'nin bu uzaylarin dualitelerini bulma problemini yayinlamasiyla
acikga ortaya gikt1 [4, s. 14]. Ayrica, Cesaro fonksiyon uzaylarinin temel
yap1 ozelligi Astashkin ve Maligranda [4] tarafindan incelenmistir. Cesaro
fonksiyon uzaylarinin tanimi goz oniine alindiginda, Cesaro fonksiyon
uzaylarindaki Hardy egsitsizligi, Lebesgue uzaylarindaki Hardy esitsizliginin
bir sonucudur. Bu durum bizi Cesaro fonksiyon uzaylarindaki diger {inlii
esitsizligin, ornegin Hilbert esitsizliginin gegerliligini aragtirmaya tegvik eder.
Bu baglamda, 2022 de Ho [5] Cesaro fonksiyon uzaylarindaki bazi integral
operatorlerin sinirliigini inceledi. Biz de [5] deki galiygmadan esinlenerek,
Cesaro fonksiyon uzaylarindaki (1.1) ile verilen genellestirilmis Hausdortt
operatorlerinin sinirliigr igin, Cesaro fonksiyon uzaylarindaki Minkowski
esitsizlikleri ile genel bir sonug olugturacagiz. Yani, genellestirilmis Hausdorff
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operatorlerin - sinirliligini [O,oo[ arahgr tizerindeki Cesaro fonksiyon
uzaylarina genigletecegiz.

Son olarak, Cesaro fonksiyon uzaylarinin genel tanimini verip bu boliimii
kapatalim.

Oncelikle [O, OO[ =R" aralig tizerinde 6l¢iilebilir fonksiyonlar ailesi 90t
olsun. Bu durumda, Cesaro fonksiyon uzaylar1 agagidaki gibi tanimlanur.

Tanmm: f, R" iizerinde pozitif l¢iilebilir bir fonksiyon ve p e R*
olsun.
1

Ifllces,) = (7 CI1FO1de) dx)” < o0

olmak iizere biitiin f € 9 fonksiyonlarinin uzayr Cesaro fonksiyon uzay1
olarak tanimlanir ve Ces, (R+) ile gosterilir.

2 Ana Sonug

Bu boliimde, genellestirilmis Hausdortf operatorii i¢in Cesaro fonksiyon
uzay1 tizerinde bazi sonuglar verilecektir.

Asagidaki teorem, R" iizerindeki ¢ ¢ekirdeginin davranigt ile Hausdorff
operatoriiniin Cesaro fonksiyon uzayi tizerindeki sinirliliging verir.

Teorem.

a, R iizerinde olgiilebilir bir fonksiyon ve peR" olsun. Eger

T|€0(y)||a(y)|% dy <o ise, bu durumda
0

17000l o ) < IFllces, () Jy T OIlaGIP dy

gerceklenir.
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Ispat.
SfeCes, (R+) olsun. Bu durumda,

S

1700y oy < (157 (57555 To 0 (55| e @) ax)

1

_x_ Po\p
sfomlw(yﬂ(fom (ifo“(”lf(z)lla(y)ldz> dx) dy
< Wfllces, ) 10O NI dy

olur. Buradan, norma gecip integraller icin Minkowski esitsizligini
kullanirsak [6, (6.19)],

S

oO)f (-5 )| dedy)” dx)

a(y)

190,00 gy = (157 (157500

1

X P -
< Jy lo®) <f0°° ( O @lla®)l dz) dx> dy
< Wfllces, ) [ lo O la() P dy

elde ederiz. Bu da ispat1 tamamlar.
Yukaridaki teoremden agagidaki sonuglar elde edebiliriz.

Sonuglar.
1- a(l‘)=% ve q)(l‘)=;((0’l)(t) olsun. Bu durumda, (1.1) ile verilen

H, . operatorii klasik Cesaro operatoriine doniigiir. Buradan, Cesaro

operatori ”7{(,,,61 0] ” Cesp(RY) = ﬁ normlu Cesaro fonksiyon uzayinda

sinirhdir.

2- a(t):t ve a>-1 igin (o(t):a(l—t){H Z(o,l)(t) olsun. Bu
durumda, p 21 igin (1.1) ile verilen H,, operatorii Cesaro fonksiyon
uzayinda sinirhdir.

3- k>0 icin a(t) =" ve (p(t) =¢™ olsun. Bu durumda, p >0 i¢in

(1.1) ile verilen 'H,, , operatérii Cesaro fonksiyon uzayinda sinirlidir.
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