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Lineer Diferansiyel Denklemler ve Coziimleri
Uzerine

Mehmet Akif Cetin'

Ozet

Spektral teori modern matematigin tarihi igerisinde fiziksel ve matematiksel
yapilar hakkinda en bilgi verici arag olmustur. Son altmig yildaki matematiksel

yayinlarla bu konu oldukga hizli bir geligim gostermigtir. Kati hal fiziginde

ve kristallerin kuantum mekanigi ile ilgili metallerin teorisinde ortaya ¢ikan
periyodik katsayili diferansiyel denklemlerin spektral analizi fizikgilerin ve
matematikgilerin ortak ilgi alanlarindan biri olmugtur. Buradaki spektral
analiz kavrami ashinda denklemin bazi gartlarla olusturdugu 6zdegerlerini
ve bu Ozdegerlerin denklemde yerlestirilmesiyle elde edilen ve adina
ozfonksiyon denilen ¢6ziim fonksiyonlarinin bulunmast iglemidir. Tki ucu

baglanmug bir telin titresimi, yiizey {izerindeki elektrostatik potansiyel, iletken

bir ¢ubuk {izerindeki 1s1 iletimi gibi kuantum fiziginden, dalga teorisine
kadar bir¢ok problem lineer diferansiyel denklemlerin degisik formlar: ile
ifade edilmektedir. Bu ¢aligmada, lineer bir diferansiyel denklemin sonsuz
boyutlu bir vektor uzayinda diferansiyel bir operator igin 6zdeger problemi
olarak nasil ortaya ¢kt ele alinmigtir. Ayrica kendine eslik kavrami, sonlu

boyutlu uzayda lineer doniisiimlerle benzerlikten yararlanarak tanimlanmig

ve kendine eg bir matrisin 6zdegerlerinin reel ve 6zvektorlerinin ortogonal

olmast 6zelliklerinin Teorem 3 e nasil ¢evrildigi gosterilmistir.

Girig

Bu boliimde, matematikte spektral teorinin temelinde yatan lineer
diferansiyel denklemler ve onlarin ¢oziimleri iizerinde durulmugtur [1]. L

uzayindaki ortogonal fonksiyon kiimeleri, uygun sinir kogullar1 altinda bazi
ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri seklinde dogal
olarak ortaya gikar. Bahsedilen tiirden denklemler genellikle, bu problemleri

ve ¢oziimlerinin 6zelliklerini inceleyen Isvigreli matematikgi Jacques Sturm
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(1803-1855) ve Fransiz matematikgi Joseph Liouville’den (1809-1882)
sonra Sturm-Liouville sinir deger problemleri olarak anilir. Ancak bu boliim
igerisinde Sturm-Liouville problemlerine deginilmeyecektir. Burada ele
alinan diferansiyel denklemler dogrudan Newton’un hareket yasalarinin
matematiksel modellemesi olarak, fakat daha ¢ok Laplace denklemi, 1s1
denklemi ve dalga denklemi gibi fizigin klasik kismi diferansiyel denklemlerini
¢ozmek i¢in degiskenlerine ayirma metodunu kullanmanin bir sonucu olarak
ortaya ¢ikar.

1.1 Lineer Ikinci Mertebeden Denklemler

I < R olmak iizere I araliginda verilmig

a, (x)y"+al (x)y'+a2 (x)y:f(x) (1.1)

ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemini diigiinelim. Burada a,, |,
a, ve f; I aralig: tizerinde verilmis kompleks fonksiyonlardir. I araliginda
f =0 oldugu zaman denklem homojen olarak adlandirilir. Aksi takdirde
denkleme homojen degildir denir. Eger herhangi bir ¢ € C* (I ) tonksiyonu

(1.1) denkleminin bir ¢oziimii ise denklemi saglar ve her x € I igin

ay (x)9" (x)+a, (x) ¢(x) + 4, (x) o (x) = / (x)
yazilir. Eger
d2

a(x) 5+ (x)%Jraz (x)

ikinci mertebeden diferansiyel operatoriinii L ile gosterirsek bu takdirde
(1.1) denklemi Ly = f formunda yazilabilir. Burada L operatorii lineerdir.
Yani herhangi ¢, w € C ? (I ) tonksiyonlar1 ve herhangi ¢, ¢, € Csabitleri
i¢in

L(cp+cw)=cLo+c,Ly

esitligi yazilabilir. Bu yiizden (1.1) denklemi lineer diferansiyel
denklem olarak adlandirilir. Aksini belirtmedigimiz siirece bu boliimdeki
tiim diferansiyel denklem ve operatorler lineer olacaktir. Lineer homojen
denklemlerle ilgili bir temel 6zellik sudur: Coziimlerin herhangi bir lineer
kombinasyonu da yine bir ¢oziimdiir. $oyle ki, eger @ ve y sirasiyla

Lp=0, Ly =0
denklemlerini sagliyorsa bu takdirde herhangi ¢, ve , sabitleri i¢in
L(cp+cyw)=cLlo+c,Ly =0

oldugu agiktir. Bu egitlik, stiperpozisyon ilkesi olarak bilinir.
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Eger a, fonksiyonu I araliginda koke sahip degilse, bu durumda (1.1)
denklemi @, a boliinerek

y"+q(x)y’+r(x)y = g(x) (1.2)
elde edilir. Burada (]:ﬂ, r:& ve gzi dir. (1.1) ve (1.2)
a, a, a,

denklemlerinin denk olduklar1 agiktir, bu yiizden aymi ¢oziim kiimesine
sahiptirler. Bu durumda (1.1) denklemine I da regiiler denir. Aksi takdirde
eger bir cel igin a, (c) =0 oluyorsa denkleme singiiler denir ve ¢
noktasina da denklemin tekil noktasi ad1 verilir.

Lineer denklemler igin varlik teklik teoremi geregince eger g, r ve g
fonksiyonlar1 I da siirekli ve x,, I da bir nokta ise bu takdirde herhangi iki &
ve 17 saystigin (1.2) nin I da

(p(X0)=§, ¢’(x0)=77 (1.3)

sartini saglayan tek bir ¢ ¢oziimii vardir. (1.3) deki denklemler baslangig

kogullar1 olarak adlandirilir. (1.2) ve (1.3) denklem sistemine de baglangig
deger problemi ad1 verilir.

I = [a,b] alirsak (1.1) denkleminin ¢oziimleri a ve b de sinir kosgullarina
bagli olabilir. Bu kogullar asagidaki formlardan biri seklinde olabilir.

(i) w(e)=& y(e)=n, celaby
(it) y(a)=¢, »(b)=n
(i) (a)=£. ¥(B)=n
Sinur kogullart (l' ) de oldugu gibi ayni ¢ noktasinda verildiginde genellikle
baglangig kosulu olarak adlandirilir. Amacimiz denkleminin tek ¢oziimiini
elde etmek oldugunda genellikle ¢ noktasinin I araliginin ug noktalarindan
biri olmasi gerekmez, ¢ noktast i¢ noktalardan herhangi biri de olabilir.
Ancak burada, ¢ogu fiziksel uygulamada oldugu gibi, sinir veya baglangig

kogullarini I arahginin ug noktalarinda almay1 tercih edecegiz. (i )—(iii)
formundaki sinir kogullart

aly(a)+a2y'(a)+a3y(b)+a4y'(b):(f (1.4)
ﬁ1Y(b)+ﬂ2y,(b)+ﬂ3y(a)+ﬁ4y'(a) n (1.5)

4 4
olarak genellestirilebilir. Burada «, ve S, Dlal>0 ve Z|ﬁi|>0
i i=

sartlarini saglayan sabitlerdir. Yani burada @; ve [, ler hepsi birden ayni
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anda sifir olmayacak sekilde secilmislerdir. (1.1), (1.4) ve (1.5) denklem
sistemine sinir deger problemi denir.

(14) ve (1.5) sinr kogullan &=7=0 oldugunda homojen,
a, =a, = f; =, =0 oldugunda ise ayrik olarak adlandirilir.

ay(a)+ay'(a)=¢, By(b)+ By (b)=n (1.6)
tormundaki ayrik sinir kogullar1 bizim igin ayr1 bir 6neme sahiptir. (1.4)
ve (1.5) deki katsayilarin 6zel bir se¢imiyle elde edilen

y(a)=y(b).  ¥'(a)=y'(b) (1.7)

bicimindeki homojen gart da bizim igin 6nemlidir. (1.7) ifadesine
periyodik sinir kogullar: ad1 verilir. Burada periyodik sinir kogullarinin ayrik
olmadigini belirtelim.

1.2. Coziimlerin Kokleri

y”+q(x)y'+r(x)y:O, xel (1.8)

seklindeki  bir  diferansiyel ~denklemi, ¢6ziimlerinin  6zelliklerini
inceleyebilmek i¢in agik bir gekilde ¢ozmek gerekli degildir ve zaten bu
her zaman miimkiin de degildir. Belirli kosullar altinda, bu o6zellikleri
tamamen denklemin parametreleri ve siur kosullart belirler. Ozellikle, bir
¢oziimiin koklerinin sayist ve dagilim, tekil noktalari, asimptotik davranigt
ve ortogonallik 6zellikleri gibi niteleyici 6zelliklerinin tiimii g ve r katsayilar
ile verilen simir kogullar1 tarafindan belirlenir. Bu nedenle, bu katsayilarin
¢oziimiin davranigi tizerindeki etkisini analiz ederek bu oOzelliklerden
bazilarini ¢ikarmaya calisabiliriz. Bu basghk altinda, ¢ ve » nin ¢oziimlerin
koklerinin dagilimimna olan etkisini inceleyecegiz. Ortogonallik de sonraki
baslik altinda ele alinacaktir.

Burada agagidaki Lemma’y1 vermeden Once bir tanimdan bahsedelim:
f:I — C fonksiyonu bir x, €/ noktas: i¢in eger f (xo) =0 ve x, n
bir U komsulugundaki tim xelNU\ {xo} icin f (x) # 0 sartlarim
sagliyorsa X, a bu fonksiyonun izole kokii denir.

Lemma 1. Eger y, (1.8) homojen denkleminin asikar olmayan bir
¢oziimii ise bu takdirde y nin kokleri I da izoledir.

Ispat: y, (1.8) in bir ¢oziimii olmak iizere y(xo) =0 oldugunu kabul
edelim. Eger y'(x,) =0 ise bu takdirde teklik teoremine gore y 6zdeg olarak
stfirdir. Eger y'ExO; # 0 ise bu takdirde, »', I da siirekli oldugundan, x,
mn bir U komgulugu vardir ki burada U N1 iizerinde y'#0 dir. Sonug
olarak U M1 iizerinde y, ya kesin olarak artan ya da kesin olarak azalandur.
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Teorem 1. (Sturm Ayirma Teoremi) Eger ), ve y,
y"+q(x)y’+r(x)y:0, xel
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ise bu takdirde y, in kokleri y,
nin koklerinden farklidir. Ayrica ¥, ve », nin koklerinin olugturdugu diziler

birbirini takip eder yani y;, », nin ardigik herhangi iki kokii arasinda tam
olarak bir koke sahiptir ve ayni gekilde bunun tam tersi de dogrudur.

Ispat: y, ve ¥, lineer bagimsiz oldugundan

W (31:32)(x) =31 (x) 5 (x) =22 (x) i (x)

Wronskian determinanti sifir olmaz ve bu yiizden I da bir igarete sahiptir.
Oncelikle y, ve y, nin ortak bir kokiiniin olamayacagini belirtelim, aksi
takdirde W, o noktada sifir olurdu. Kabul edelim ki x; ve x,, », nin
ardigik iki kokii olsun. Bu takdirde

W(xl):yl('xl)y; (xl)¢ 0
W(x2)=yl (xz)y; (x2)¢ 0

olur ve y, ()C1 ), N (x2 ) Yy (xl) ve V) (xz) sayilarinin tamamu sifirdan
farkhdir. v, , I dasiirekli oldugundan, x; bir U, komsuluguna sahiptir ve bu
komgulukta y) isaret degistirmez. Benzer olarak x, nin bir U, komgulugu
vardir ve bu komgulukta da y; isaret degistirmez. Fakat y; in U, NI ve
U, N1 dakiisaretleri ayni kalmaz, ¢iinkii eger y, bunlardan birinde artansa
bu takdirde digerinde azalan olmak zorundadir. W (x) in 1 da sabit bir igarete
sahip olmast igin, ), (xl) ve ), (xz) nin zit isaretlere sahip olmasi gerekir.
Bu yiizden y,, siirekli olmasindan dolayi, x; ve X, arasinda en az bir koke
sahiptir. Fakat boyle bir kok birden fazla olamaz. Ciinkii eger x; ve x,, ),
in X, ve X, arasinda kalan iki kokii olursa bu takdirde benzer mantikla y,
nin X; ve X, arasinda kokiiniin oldugu sonucuna variriz. Ancak bu durum
X, ve X, nin y, nin ardigik kokleri olmasiyla gelisir.

Sonug 1. Eger y"+¢(x)y'+r(x)y =0 denkleminin iki ¢6ziimiintin /
da ortak bir kokii varsa bu takdirde bu ¢oziimler lineer bagimhidir.

(1.8) denkleminin koklerinin dagilimini incelemek igin ortadaki terim
olan gy’ ifadesinden kurtulup denklemi

u"+p(x)u=0 (1.9)

sekline doniistiiriirsek bizim igin gok daha uygun olacaktir. Bunun igin

y(x)=u(x)v(x)
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dersek
y'(x)=u (x)v(x)+u(x)v'(x)
y"(x) = u"(x)v(x) + 2u'(x)v'(x) +u (x)v"(x)
olur. Bu tiirevleri denkleminde yerine yazarsak
vu"+(2v'+qv)u’+(v”+qv’+rv)u =0

seklini alir. O halde 2v'+¢gv =0 secerek (1.9) u elde ederiz. Burada

v(x)zexp[—%jq(t)dt] (1.10)

ve

olur. v istel fonksiyonu R de asla koke sahip degildir. Bu yiizden u
nun kokleri y nin koklerine kargilik gelmis olur. Boylece (1.8) denkleminin
koklerinin  dagilimini incelemek amaciyla dikkatimizi (1.9) denklemine
cevirebiliriz.

Teorem 2. (Sturm Karsilagtirma Teoremi) ¢ ve y sirasiyla
y'+7(x)y=0
u"+r,(x)u=0, xel

denklemlerinin agikar olmayan ¢oziimleri olsun ve ayrica her x € [ igin
n (x) >, (x) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde #, (x) =7, (x) ve @, ¥
1n bir sabit kati olmadig: siirece, ¢, w 1n ardigik her iki kokiiniin arasinda
en az bir koke sahiptir.

Ispat: X, ve x,, I da w i ardigik iki kokii olsun ve @ nin (xl,xz)
agik araliginda kokiiniin olmadigini kabul edelim. ¢ ve y 1n her ikisinin
de (xl,x2) tizerinde pozitif oldugunu kabul edelim. Aksi takdirde negatif
fonksiyonun igaretini degistiririz. ¢ ve ' siirekli oldugundan go'(xl)Z 0
ve y' (xz) <0 dir ve bu yiizden ¢ ve y 1n Wronskian determinantlart

W(x)=0(x)y'(x)=0, W(x,)=0(x,)y'(x,)<0 (1.11)

sartin1 saglar. Fakat her x € (x1 , xz) igin
W' (x)= o (x)y" (x) =" (x)y (x)

=[1n(x)-r(x)]e(x)y(x)=0
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oldugundan W, (xl,xz) de artan bir fonksiyondur. Fakat bu, (1.11)
denklemiyle gelisir. Bu ¢eligkinin olmamasi igin # (x)—r2 (x) =0 ve
w (x) =0 olmalidir ki bu durumda da ¢ ve y lineer bagiml olacaklardir.

Sonug 2. ¢, I da y"+r(x) ¥ =0 denkleminin agikar olmayan bir

¢oziimii olsun. Eger r(x) <0 ise bu takdirde ¢, I da en fazla bir koke
sahiptir.

Ispat: Eger ¢, Ida x, ve , gibi iki koke sahipse bu takdirde Teorem 2
den 4" =0 1 y(x)=1 ¢bziimiiniin (x,,x,) de kdke sahip olmast gerekir
ki bu imkansizdir.

Eger

y"+r(x)y:O, xel (1.12)

denkleminin bir agikar olmayan ¢6ziimii sonsuz sayida koke sahipse bu
durumda denkleme salinimli denir. Teorem 2 ye gore bu denklemin saliniml
goziimlere sahip olup olmadig1 r fonksiyonuna baghdir. Eger r (x) <0 ise
Sonug 2 den dolay: ¢oziimler salinim yapmaz. Fakat, eger bazi pozitif k
sabitleri i¢in

r(x)>k2>0, xel

ise bu takdirde (1.12) nin / daki herhangi bir ¢6ziimii, " +k ? y=0
1n herhangi bir ¢ziimiiniin, 6rnegin asink (x — b) gibi, koklerinin arasina
dagilan sonsuz sayida koke sahiptir ki bu kokler

x,=b + =
k
olarak verilir. Bu yiizden I nin, uzunlugu % olan tiim alt araliklari

denkleminin en az bir kokiine sahiptir ve & arttik¢a koklerin sayisinin da
artmasini bekleriz. Elbette bu, » nin sabit oldugu durumdur.

Sturm Ayirma Teoremi’nden ¢ikarabilecegimiz diger bir sonug da sudur:
Eger I aralig1 sonsuz ve

y"+q(x)y'+r(x)y=0

denkleminin bir ¢oziimii salimmliysa bu takdirde tiim g¢Oziimleri
salinimlidir.

1.3. Kendine Eg Diferansiyel Operator

Genel formda yazilmig lineer ikinci mertebeden (1.1) diferansiyel
denklemine biraz degistirilmig bir gosterimle geri doniip
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p(x)y”+q(x)y'+r(x)y:0 (1.13)
denklemini g6z Oniine alalm. Simdi, bu denklemin ¢oziimlerinin
ortogonallik 6zelliklerini aragtirmak istiyoruz. Bu, dogal olarak, L* de

bulunan (1.13) iin C* deki ¢Oziimlerini aramamiz gerektigi anlamina gelir.

(1.13) denklemini

d’ d
L:p( )d 2+q( )d—+r(x) (1.14)

ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel operator olmak tizere
Ly=0
bigiminde yazabiliriz. Burada y, L[’ ([ ) NC? ([ ) lineer vektor
uzayindandir.

Kendine es matrislerin bilinen 6zelliklerini L uzaymna genigletmek igin
yapacagimmuz ilk i, (1.14) operatoriiyle tanimlanmig olan

L:L(1)nC*(I)—> L (1)
operatoriiniin egleniginin formunu elde etmektir. Burada bu ige baslarken
p.gverninIda C* den olduklarini kabul ediyoruz. I kapali ve sinurli bir aralik
oldugunda C? (1 ) NL (1 ) =C’ (1 ) oldugunu belirtelim. L nin eglenigini
L' ile gosterirsek, L' niin bilinen tanimindan, her f, ge C : (1 ) NL’ (I )
i¢in

' 1.15
(Lf,g)=(f.L'g) (1.15)
elde ederiz. I = (a, b) diyelim, burada I aralig1 sonlu ya da sonsuz olabilir

ve (1.15) in sol yanindaki diferansiyel operatorii f'den g ye kaydirabilmek
i¢in kismi integrasyon yontemini kullanalim. Dolayisiyla

(Lf,g)=|(pf"+4qf " +1f)gdx

Qe >

_If'(l?g)' dx+qgf|, —J‘f(qg)' dx+jfr§dx

+'ff pg dx+qgf| If qg dx+.[frgdx

a

[pgf f(rg) }

=<f,(1—9g)"—(qg +rg> [p(g"-81)+ ‘I‘P')gf]a
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yazilir. Eger (a, b) arahig1 sonsuzsa veya integrallerden herhangi biri a ya
da b de sinirsizsa bu takdirde buradaki integraller genellestirilmis integraller
olarak diisiiniiliir. Eger p € C*(a,b), g €C'(a,b) ve re C(a,b) isc bu
takdirde yukaridaki denklemin sag yaninin iyi tanimli oldugunu belirtelim.
Ayrica yukardaki denklemin sag yanindaki son terim a ve b sinirlar1 arasindaki
fark olarak yorumlanmalidir. Bu yiizden her f, g € r (I ) NC? (I ) i¢in

<Lf,g>=<f,L*g>+[p(§f'—gf)+(q_p')gf]|: (1.16)

ifadesini elde ederiz. Burada

Lg=(pg) —(3g) +7¢
=pg"+(2p'-q)g'+(Pp"-7+7)g
seklindedir.

2

3k p—

d - = d - =t =
L =pﬁ+(2p —q)ajt(p -q +r)

operatoriine L nin bigimsel eglenigi denir. Eger L'=L oluyorsa, yani

P=p, 2p'~q=q, p'-q+r=r
oluyorsa, L ye bigimsel kendine es denir. Bu son ii¢ denklemin

saglanabilmesi igin gerek ve yeter kosul p, ¢ ve r fonksiyonlarinin reel ve
g = p' olmasi gerekir. Bu durumda

Lf = pf"+pf'+1f
=(pf") +rf

olur. Bu yiizden L bigimsel kendine es oldugunda

d d
L=—/|p— |+r
dx(pdxj

formundadir ve denklemi

(Lf.g)=(f.Lg)+p(T"-T) (1.17)

bi¢imine indirgenir. (1.15) ve (1.17) denklemlerini kiyaslarsak, her
f.geC(I)nL (1) isin

p(g'-gr) =0 (1.18)
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ise bi¢imsel kendine eg olan L operatoriiniin kendine e oldugunu goriiriiz.
Bu noktada ¢ = p' oldugunda L ifadesindeki p”"—g’ teriminin ortadan
kalktigina, dolayistyla p” ve ¢’ nin siirekliliginin artik gerekli olmadigina
dikkat etmek 6nemlidir.

Simdi —L operatorii igin 6zdeger problemiyle yani
Lu+ u=0 (1.19)

denkleminin ¢oziimleriyle ilgilenecegiz. u = 0 oldugunda bu denklem
elbette A min tiim degerleri i¢in saglanacaktir. u# # 0 oldugunda ise 4 nin
belli degerleri i¢in saglanabilir. Bu A degerleri de —L nin 6zdegerleridir.
C*NL de bam A kompleks sayilart igin (1.19) denklemini saglayan
herhangi bir u #0 fonksiyonuna —L nin A Ozdegerine kargihk gelen
oztonksiyonu denir. Burada —L nin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 derken
ayni zamanda (1.19) denkleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarindan bahsetmis
oluyoruz. Bu denklem homojen oldugu i¢in —L nin &zfonksiyonlar1 bir
carpimsal sabite kadar belirlenir. (1.19) denklemine uygun sinir kogullari
cklendiginde elde edilen sisteme Sturm-Liouville 6zdeger problemi adi
verilir. Agikga, —L nin (bigimsel) kendine eg olmasi igin gerek ve yeter sart
L nin (bigimsel) kendine eg olmasidir diyebiliriz. Anlagildig tizere L yerine
—L nin 6zdegerlerini aramamizin nedeni, p pozitif oldugunda L nin negatif
Ozdegerlere sahip olmasidir. Asagidaki teorem gimdiye kadar elde ettigimiz
sonuglari ézetlemektedir. Yukarida bahsedilenler, (i) ve (ii) 6zelliklerinin
sonlu boyutlu uzaydan sonsuz boyutlu L7 M C? uzayina genellestirilmesidir.

Teorem 3. L: [? (a,b)ﬁC2 (a,b)—)Lz (a,b),
Lu=p(x)u"+q(x)u'+r(x)u, xe(a,b)

bigiminde tanimlanan ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel operator

olsun. Burada p € C* (a,b), geC' (a,b) ve r € (a,b) dir. Bu takdirde

(i) Eger p, g ve r katsayilari reel ve g = p’ ise L bigimsel kendine egtir
yani L = L dir.

(22) Eger L bicimsel kendine eg ve denklemi saglaniyorsa L kendine estir
yani L' =L dir.

(¢41) Eger L kendine eg ise bu takdirde
Lu+Au=0

denkleminin 6zdegerlerinin tamamu reeldir ve farkli 6zdegerlere kargilik

gelen 6zfonksiyon ¢ifti L (a , b) de ortogonaldir.
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Ispat: (i) ve (ii) ifadelerini daha 6nceden ispatlamigtik. (i) ifadesini
ispatlayabilmek i¢in A € C nin —L nin bir 6zdegeri oldugunu kabul edelim.
Bu takdirde 6yle bir f e L* (a,b) N C? (a , b) , f #0 fonksiyonu vardir ki

Lf+Af=0
= A/ =(Ar. 1) =~(Ls. f)

olur. L kendine eg oldugundan

(L. f)==(f1f) = (1, A1) = 7| /[

yazilir. Bu yiizden Z”f”2 = ﬂu”f”2 dir. ”f” #0 oldugundan A = A dir.

Eger u, —Lnin ge [’ (a,b) NC? (a, b) ozfonksiyonuyla iligkili bagka
bir 6zdegeri ise bu takdirde

A(f,gy=—(Lf,g)=—(f.Lg)=u(f.g)
(A-u)(/.g)=0
li,u:><f,g>=0

oldugu goriiliir.

Hatirlatma 1. Daha 6nce belirtildigi gibi, L i¢in verilen ifade de ¢ = p’
oldugunda, bu teoremin sonuglar1 p’ ifadesinin siirekli olmast seklindeki
daha zayif gereksinim altinda gegerlidir.

Simdi Teorem 3 iin (z7) kismini bigimsel kendine es olmayan diferansiyel
operatorlere genellestirecegiz. Eger Lu = pu”+ qu' + ru ise, burada p >0
ve g # p' dir,

Lu+Au=0

ozdeger denklemi, ¢ bir sabit olmak tizere

rqlt

p(x)=——exp J‘Mdt (1.20)
p(x) o p()

bigiminde tanimlanan pozitif p fonksiyonuyla ¢arpilabilir. Boylece

pLu+Apu=0 (1.21)

denklemini elde ederiz. Simdi burada pL bigimsel kendine estir. p >0
olmak tizere (1.18) denklemi
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pp(g-gf)| =0

denklemine denktir. Bu, pL operatoriinii kendine eg yapar. Eger u € L7,
L nin A Ozdegerine karsihik gelen bir 6zfonksiyonu ise

yazilir ki buda A nin bir reel say1 oldugu anlamina gelir. Ustelik v € Lf, ,
L nin u 6zdegerine karsihik gelen bagka bir 6z fonksiyonu ise bu takdirde
pL kendine es oldugundan

(1= )}, = 2 ) )
= </1pu, v> - <u, ,upv>
= <—pLu,v> —<u,—va> =0
yazilir. Bu ylizden eger 4 # u ise L; uzaymda u, v ye ortogonaldir.

Boylece Teorem 3 iin (7z) kisminin agagidaki genigletmesini ispatlamig

olduk.
Sonug 3. Eger L:[’ (a,b)ﬁC2 (a,b)—)Lz (a,b), kendine eg bir

lineer operator ve p, [a,b] tizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon ise
bu takdirde

Lu+Apu=0

denkleminin 6zdegerlerinin tamamu reeldir ve farkli 6zdegerlere kargilik
gelen herhangi bir 6zfonksiyon ifti Lﬁ (a , b) de ortogonaldir.
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Hatirlatma 2.

1. Sonu¢ 3 de bahsedilen Lu+ Apu =0 denkleminin 6zdegerleri
ve Ozfonksiyonlar1 ashinda — gL operatoriiniin -~ 6zdegerleri  ve
ozfonksiyonlaridir.

2. (a,b) arahginin sonlu oldugunu kabul edelim. p agirlik fonksiyonu
[a,b] tizerinde siirekli ve pozitif oldugundan, p nun minimum degeri
ve maksimum degeri f olmak tizere

O<a<p(x)<f<w
olur. Bu da

Vol <[, < B ]

anlammna gelir ve bu yiizden ||u||p <o olmasi igin gerek ve yeter sart
”u” <00 olmasidir. Bu iki norma denktir denir ve Li (a,b) ve [? (a,b)
uzaylar1 farkl i¢ garpimlara sahip olmalarina ragmen agikga ayni fonksiyonlar:
igerirler.

3. Bu sonucun ispatindaki higbir gey L nin ikinci mertebeden diferansiyel
operator olmasim gerektirmez. Ashnda sonug, bir i¢ carpim uzayinda
kendine eg herhangi bir lineer operator igin dogrudur.
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