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Ön Söz

Matematiksel analizden fiziksel modellere, mühendislik uygulamalarından istatiksel yöntemlere kadar pek 
çok alanda karşılaşılan problemlerin çözümü, çoğu zaman klasik fonksiyonların sınırlarını aşan daha gelişmiş 
araçlara ihtiyaç duyar. Özel fonksiyonlar olarak adlandırılan bu fonksiyonlar; Gamma, Beta ve Mittag-Leffler 
fonksiyonları gibi zengin bir yapıyı içeren, hem teorik hem de uygulamalı matematiğin temel yapı taşları 
haline gelmiş yapılardır. 

Bu çalışma, özel fonksiyonların doğuşunu, temel özelliklerini, analitik davranışlarını ve uygulamalarını 
sistemli bir biçimde ele almayı amaçlamaktadır. Amaç yalnızca bu fonksiyonların tanımlarını vermek değil; 
aynı zamanda ortaya çıktıkları diferansiyel denklemleri, taşıdıkları simetrileri, serisel çözümlerini ve integral 
temsillerini ayrıntılı biçimde inceleyerek okuyucuya bütüncül bir bakış açısı sunmaktır.

Özel fonksiyonların tarihsel gelişimi, matematiksel düşüncenin evrimi ile paralellik gösterir. Bu fonksiyonlar, 
ilk olarak fiziksel sistemlerin modellenmesi sırasında ortaya çıkmış; daha sonra soyut matematiksel yapılar 
ile ilişkilendirilmiş ve günümüzde sayısal analiz, kesirli analiz, kuantum mekaniği, olasılık teorisi ve sinyal 
işleme gibi pek çok alanda vazgeçilmez hale gelmiştir. Dolayısıyla, bu çalışmanın hedefi, hem teorik altyapıyı 
güçlendirmek isteyen öğrencilere hem de uygulamalarında özel fonksiyonlardan yararlanan araştırmacılara 
güvenilir bir kaynak sunmaktır.

Bu eserin ortaya çıkmasında katkı sağlayan tüm hocalarıma, meslektaşlarıma ve bana ilham veren bilim 
insanlarına teşekkür ederim. Matematiğin derinliklerini anlamaya çalışan herkes için bu çalışmanın faydalı bir 
rehber olmasını diliyorum.

Prof. Dr. Ferit GÜRBÜZ

Kırklareli Üniversitesi
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İthaf

Bu kitabı, yaşamımın en büyük dayanağı olan iki değerli insana adıyorum…

Bir hastalığın sessiz gölgesinde aramızdan ayrılan sevgili babama; bana doğruluğu, sabrı ve onurun ne 
olduğunu öğreten, varlığıyla her zaman yolumu aydınlatan insan…

Ve bir trafik kazasının acımasızlığıyla bizden koparılan kıymetli abime; çocukluğumun kahramanına, 
dostluğun ve kardeşliğin en sıcak halini bana yaşatan ruha…

Her satırda sizin iziniz, her adımda öğrettikleriniz var.

Bu eser, kalbimde taşıdığım özlemin ve minnetin sessiz bir armağanıdır.

Ruhunuz şad olsun…
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ÖZEL FONKSI·YONLAR

Matematiksel �zikte ve matematig¼in farkl¬bölümlerinde belirli bir kullan¬m¬ 
olan herhangi bir fonksiyona özel fonksiyon denir. Bu, �zikçilerin ve matem-
atikçilerin matematiksel �zig¼in temel diferansiyel denklemlerinden ç¬k¬ş yolu 
arad¬g¼¬ 18. yüzy¬la kadar uzanan dikkat çekici bir tarihsel aland¬r. Alan¬n 
muazzam bir şekilde geliştig¼i zamandan beri, günümüzde birçok matem-
atikçi bu alana önemli katk¬larda bulunmaktad¬r. Özel fonksiyonlar¬n, k¬smi 
diferansiyel denklemler ve kesirli diferansiyel denklemler taraf¬ndan yönetilen 
başlang¬ç ve s¬n¬r deg¼erlendirme problemlerinin aç¬kl¬g¼a kavuşturulmas¬için 
çok uygun oldug¼u bulunmuştur. Özel fonksiyonlar¬n matematig¼in dig¼er alan-
lar¬nda da kapsaml¬ uygulamalar¬ vard¬r ve özel fonksiyonlara ilişkin yeni 
alg¬lar s¬kl¬kla bu etkilerden ilham al¬r. Son zamanlarda çok say¬da özel 
fonksiyon tan¬mlanm¬şt¬r. Özel fonksiyonlar kesirli analizde çok önemli ve 
dikkat çekici bir rol oynar. Bu bölümde Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu 
ve Mittag-Le­  er fonksiyonu gibi özel fonksiyonlar¬inceliyoruz. Bu fonksiy-
onlar, key� mertebeden diferansiyelleme kavram¬nda ve kesirli diferansiyel 
denklemlerin felsefesinde önemli bir yer tutar.

1.1 Gamma Fonksiyonu:

Bir dog¼al say¬ olan n nin faktöriyeli, n den küçük ve ona eşit tüm dog¼al
say¬lar¬n çarp¬m¬d¬r, yani n! = n (n� 1) : : : 1 dir. Bunu � : N ! R fonksiy-
onu olarak yazabiliriz. Buna faktöriyel fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonu,
1729 y¬l¬nda Euler taraf¬ndan faktöriyelin etki alan¬n¬reel say¬lar kümesine 
genişletme girişimiyle ortaya at¬ld¬. Euler, Gamma fonksiyonunun sonraki 
biçimlerini aşag¼¬daki gibi sundu.

1: Çarp¬m Tan¬m¬:

3



4 ÖZEL FONKSI·YONLAR

� (x+ 1) =

1Y
r=1

�
1 + 1

r

�x
1 + x

r

�

2: ·Integral Tan¬m¬:

� (x+ 1) =

1Z
0

(� log t)x dt; x > 0:

19. yüzy¬lda Gauss, Euler�¬n çarp¬m tan¬m¬n¬, limit i̧slemiyle fonksiyon seri-
lerini kullanarak aşa¼g¬daki gibi karmaş¬k say¬lara geni̧sletti.

� (z + 1) = lim
r!1

r!rz+1

(1 + z) (2 + z) : : : (r + z + 1)
;

burada z 2 C� f0;�1;�2; : : :g.
Öte yandan Legendre [1], integral tan¬m¬n¬n etki alan¬n¬aşa¼g¬daki gibi

karmaş¬k say¬lara geni̧sletti.

� (z + 1) =

1Z
0

tze�tdt; R (z) > 0:

Bu da

� (z) =

1Z
0

e�ttz�1dt; R (z) > 0 (1.1)

demektir. Bu integral, s¬kl¬kla Euler integrali olarak da adland¬r¬l¬r. z üz-
erindeki k¬s¬tlama, integralin t = 0 da ¬raksamas¬n¬önlemek için gereklidir.
Gama fonksiyonu �ziksel problemlerde ortaya ç¬kt¬¼g¬nda, genellikle bu for-
mda veya

� (z) = 2

1Z
0

e�t
2

t2z�1dt; R (z) > 0

veya

� (z) =

1Z
0

�
ln

�
1

t

��z�1
dt; R (z) > 0 (1.2)

gibi bir varyasyonda olur.
Örne¼gin, Euler integrali faktöriyelleri interpole eder. Yani, r > 0 olmak

üzere z = r + 1 pozitif tam say¬argüman¬için Euler integrali, faktöriyelleri
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verir. K¬smi integrasyonu durmadan kullanarak

� (r + 1) =

1Z
0

e�ttrdt =
�
�tre�t

�1
0
+ r

1Z
0

e�ttr�1dt

= r

1Z
0

e�ttr�1dt

= r

24��tr�1e�t�1
0
+ (r � 1)

1Z
0

e�ttr�2dt

35
= r (r � 1)

1Z
0

e�ttr�2dt = � � � = r!

i buluruz. Çünkü
1R
0

e�tdt = 1 dir. Dolay¬s¬yla, Euler integrali faktöriyelleri

de interpole eder.

z = 1
2
oldu¼gunda, (1.2) Gauss error integralini içerir ve ilginç bir sonuç

olan

�

�
1

2

�
=
p
� (1.3)

ye ulaş¬r¬z. Gerçekten, �
�
1
2

�
de¼geri,

�
�

�
1

2

��2
= 4

1Z
0

1Z
0

e�x
2�y2dxdy

= 4

�
2Z

'=0

1Z
�=0

e��
2

�d�d'

=
�
��e��2

�1
0
= �

integrallerinin çarp¬m¬nda düzlemsel kutupsal koordinatlar¬(x2+y2 = �2dxdy =
�d�d') tan¬tarak z = 1

2
için (1.2) n¬n karesinden do¼grudan türetilebilir.
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Ayr¬ca, 8r > 0 için parça parça integral ald¬¼g¬m¬zda

� (r + 1) =

1Z
0

xre�xdx

= �
1Z
0

xrd
�
e�x
�

=
�
�xre�x

�1
0
+ r

1Z
0

xr�1e�xdx

= r

1Z
0

xr�1e�xdx

= r� (r)

olur ve bu sonucu kullanarak n = 1; 2; : : : için

� (n+ 1) = n!� (1)

= n!

1Z
0

e�xdx

= n!

oldu¼gunu görüyoruz.

Uyar¬1.1 Gamma fonksiyonunun ad¬ve � gösterimi, 1814 y¬l¬nda Legendre
[1] taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Bu bölümde ve başka yerlerde z reel veya karmaş¬k olabilir. Ayr¬ca,

� (z + 1) = lim
r!1

1 � 2 � 3 � � � r
(1 + z) (2 + z) : : : (r + z + 1)

rz+1

= lim
r!1

rz

r + z + 1
� 1 � 2 � 3 � � � r
z (1 + z) (2 + z) : : : (r + z)

rz

= z� (z) (1.4)

elde edilir. Burada,

� (z) = lim
r!1

1 � 2 � 3 � � � r
z (1 + z) (2 + z) : : : (r + z)

rz; z 6= 0;�1;�2;�3; : : : (1.5)

dir.
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Bu durum, gama fonksiyonu için temel fonksiyonel ili̧skidir. Bunun bir
fark denklemi oldu¼gu unutulmamal¬d¬r. Gama fonksiyonu, rasyonel katsay¬l¬
herhangi bir diferansiyel denklemi sa¼glamayan genel bir fonksiyon s¬n¬f¬ndan
biridir. Daha spesi�k olarak, gama fonksiyonu, matematiksel �zi¼gin �zikte
yayg¬n olan adi diferansiyel denklemlerin hiçbirini sa¼glamayan çok az fonksiy-
onundan biridir. Asl¬nda, herhangi bir kullan¬̧sl¬veya pratik diferansiyel den-
klemi sa¼glamaz.
Ayr¬ca, tan¬mdan

� (1) = lim
r!1

1 � 2 � 3 � � � r
1 � 2 � 3 � � � r (r + 1)r = 1

olur. Ayr¬ca, lim
r!1

�
r
r+1

�z
= 1 oldu¼gundan, (1.5)

� (z) = lim
r!1

r! (r + 1)z

z (1 + z) (2 + z) : : : (r + z)

şeklinde yaz¬labilir. Ayr¬ca

r + 1

r
� r

r � 1 � � �
3

2
� 2
1
= r + 1

oldu¼gundan

� (z) = lim
r!1

1

z
� 1

1 + z
� 2

2 + z
� � � r

r + z

��
2

1

�z
�
�
3

2

�z
� � �
�
r + 1

r

�z�
=

1

z
lim
R!1

RY
r=1

�
r

r + z

��
r + 1

r

�z
(1.6)

elde edilir.
Şimdi, Denklem (1.4)�nin uygulanmas¬

� (2) = 1;

� (3) = 2� (2) = 2;

� (n) = 1 � 2 � 3 � � � (n� 1) = (n� 1)!

yi verir. Burada, Gama fonksiyonunun, faktöriyelleri tam say¬argümanlar¬nda
döndüren sürekli bir fonksiyonla interpole etti¼gini görüyoruz.

Önerme 1.1 Gamma fonksiyonunun çarp¬m tan¬m¬(1.5) ile integral tan¬m¬
(1.1) eşde¼gerdir.
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·Ispat. (1.5) ile (1.1)�in eşde¼gerli¼gini göstermek için r�nin pozitif bir tam say¬
oldu¼gu iki de¼gi̧skenli

F (z; r) =

nZ
0

�
1� t

r

�r
tz�1dt; R (z) > 0

fonksiyonunu ele alal¬m.

lim
r!1

�
1� t

r

�r
= e�t

oldu¼gundan ve üstel fonksiyonun tan¬m¬ndan (1.1)�e göre

lim
r!1

F (z; r) = F (z;1) =
1Z
0

e�ttz�1dt � � (z)

elde edilir.
Şimdi de F (z; r)�yi ard¬̧s¬k k¬smi k¬smi integrallerde de¼gerlendirelim. Ko-

layl¬k olmas¬aç¬s¬ndan u = t
r
olsun. Bu durumda,

F (z; r) = r2
1Z
0

(1� u)r uz�1du

olur. Burada, parça parça integral alarak R (z) > 0 için

F (z; r)

r2
=

�
(1� u)n u

z

z

�1
0

+
r

z

nZ
0

(1� u)r�1 uzdu

elde edilir. Bunu tekrarlayarak, integral parçan¬n her iki uç noktada da kay-
bolmas¬yla, sonunda

F (z; r) = rz
r (r � 1) � � � 1

z (z + 1) � � � (z + r � 1)

1Z
0

uz+r�1du

=
1 � 2 � 3 � � � r

z (1 + z) (2 + z) : : : (r + z)
rz

oldu¼gunu elde ederiz. Bu eşitlik (1.5)�in sa¼g taraf¬ndaki ifadeyle ayn¬d¬r.
Dolay¬s¬yla, (1.5)�e göre

lim
r!1

F (z; r) = F (z;1) � � (z)
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olur ve ispat tamamlan¬r.
(1.4)�yi kullanarak � (z)�yi pozitif argümanlardan negatif argümanlara

geni̧sletebiliriz. Örne¼gin, (1.4)�den başlayarak

�

�
�1
2

�
=
�
�
1
2

�
�3
2

= �2
p
�

yi tan¬mlar¬z ve (1.4), z ! 0 için � (z ! 0) ! 1 anlam¬na gelir. Dahas¬,
z ! 0 için z� (z)! 1 [(1:4)], � (z)�nin orijinde basit bir kutba sahip oldu¼gunu
gösterir. Benzer şekilde, � (z)�nin tüm negatif tam say¬larda basit kutuplar¬n¬
buluruz. Benzer şekilde,

�

�
�3
2

�
=

�
�
�1
2

�
�1
2

= �2
3

�
�2
p
�
�
=
4
p
�

3
;

�

�
�5
2

�
=

�
�
�3
2

�
�5
2

=
4
p
�
3

�5
2

= �8
p
�

15
;

� (0) =
� (1)

0
=

1R
0

e�xdx

0
=
lim
r!1

(� je�xj)r0
0

=
1

0
=1;

� (�1) =
� (0)

�1 = �1

bulunur.

Teorem 1.1 a , f (z)�nin basit bir kutbu ise, fonksiyonun rezidüsü

Res (f; a) = lim
z!a

(z � a) f (z)

olarak tan¬mlan¬r.

Lemma 1.1 Gamma fonksiyonu, z = �q�daki basit kutuplar hariç tüm kar-
maş¬k düzlemde analitiktir; burada q negatif olmayan bir tam say¬d¬r.

·Ispat. Yukar¬daki Teorem 1.1�den,

Res� (z) = lim
z!�q

(z + q) � (z)

= lim
z!�q

(z + q) (z + q � 1) : : : (z + 1) (z) � (z)
(z + q � 1) : : : (z + 1) (z)

= lim
z!�q

� (z + q + 1)

(z + q � 1) : : : (z + 1) (z)

=
� (1)

(�q) (�q + 1) : : : (�2) (�1)
olur.
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Teorem 1.2 0 < z < 1 için

� (1� z) � (z) = �

sin �z
(1.7)

dir.

·Ispat. (1.4) ve (1.6) dan

1

� (1� z) � (z) =
1

� (z) (�z) � (�z)

=
1

�z

1Y
r=1

z
�
1 + z

r

�
(�z)

�
1� z

n

��
1 + 1

r

�z �
1 + 1

r

��z
= z

1Y
r=1

�
1� z

2

r2

�
elde edilir. Euler-Wallis formülüne göre (bak¬n¬z:[2])

sin �z = �z
1Y
r=1

�
1� z

2

r2

�
oldu¼gundan istenen sonuç do¼grudan elde edilmi̧s olur.

Örnek 1.1
�
3
2

�
! say¬s¬n¬hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.1�
3

2

�
! = �

�
3

2
+ 1

�
; z! = � (z + 1)

=
3

2
�

�
1

2
+ 1

�
=
3

2
� 1
2
�

�
1

2

�
; � (z + 1) = z� (z)

=
3

4

s
�

�
1� 1

2

�
�

�
1

2

�
; � (1� z) � (z) = �

sin �z

=
3

4

r
�

sin �
2

=
3
p
�

4
(1.8)

bulunur.

Örnek 1.2
1R
0

z6e�2zdz integralini hesaplay¬n¬z.
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Çözüm 1.2 2z = t de¼gişken de¼giştirmesi yap¬l¬rsa,

1

2

1Z
0

�
t

2

�6
e�tdt =

1

27

1Z
0

t6e�tdt

=
� (7)

27
=
45

8

olur.

Örnek 1.3
1Z
0

zm (ln z)n dz =
(�1)n n!

(m+ 1)(n+1)

oldu¼gunu gösteriniz, burada n 2 N, m > �1 dir.

Çözüm 1.3

z = e�t =) dz = �e�tdt; zm = e�mt; lnx = �t;
z = 0 =) t =1; z = 1 =) t = 0

oldu¼gundan

1Z
0

zm (ln z)n dz = � (�1)n
0Z

1

tne�(m+1)tdt

= (�1)n
1Z
0

tne�(m+1)tdt

yaz¬labilir. Buradan,

(m+ 1) t = u =) t =
u

m+ 1
; dt =

du

m+ 1

oldu¼gundan

1Z
0

zm (ln z)n dz = (�1)n
1Z
0

�
u

m+ 1

�n
e�u

du

m+ 1

=
(�1)n

(m+ 1)n+1

1Z
0

une�udu
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(�1)n

(m+ 1)n+1

1Z
0

uk�1e�udu; (n = k � 1)

=
(�1)n � (k)
(m+ 1)n+1

=
(�1)n � (n+ 1)
(m+ 1)n+1

; (k = n+ 1)

=
(�1)n n!
(m+ 1)n+1

; � (n+ 1) = n!

elde edilir.

Örnek 1.4 lim
z!1

� (z) =1 oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1.4 � > 0 ise

� (�) >

1Z
0

e�tt��1dt

�
1Z
0

1

e
t��1dt

=
1

e
lim
r!0+

1Z
r

t��1dt

=
1

e�

=) lim
�!0+

� (z) � lim
�!0+

1

e�
=1

=) lim
z!1

� (z) =1

olur.

Örnek 1.5
1R
0

p
ze�z

3
dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.5

z3 = x =) dz =
1

3
x�

2
3dx

=)
1Z
0

p
ze�z

3

dz =
1

3

1Z
0

p
xe�xdx =

1

3
�

�
1

2

�
=

p
�

3
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bulunur.

Örnek 1.6
1Z
0

e�z
2�

z2 + 1
2

�2dz
oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1.6

1Z
0

e�z
2�

z2 + 1
2

�2dz
=

1Z
0

e�z
2

0@ 1

� (2)

1Z
0

ue�(z
2+ 1

2)udu

1A dz;
0@ 1

ap
=

1

� (2)

1Z
0

up�1e�audu

1A
=

1

� (2)

1Z
0

1Z
0

ue�z
2 � e�(z2+

1
2)ududz

=

1Z
0

1Z
0

ue�
u
2 e�(1+u)z

2

dudz

=

1Z
0

ue�
u
2

0@ 1Z
0

e�(1+u)z
2

dz

1A du
=

1Z
0

ue�
u
2

�
1

2

r
�

1 + u

�
du;

0@ 1Z
0

e�az
2

dz =
1

2

r
�

a

1A
=

p
�

2

1Z
0

ue�
u
2

p
1 + u

du

=

p
�

2

1Z
1

(x2 � 1) e�
(x2�1)

2

x
2xdx; x =

p
u+ 1

=
p
�e

1Z
1

�
x2 � 1

�
e�

x2

2 dx
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=
p
�e

24��xe�x2

2

�1
1
+

1Z
1

e�
x2

2 dx�
1Z
1

e�
x2

2 dx

35
=

p
�e �

r
1

e

=
p
�

bulunur.

Örnek 1.7

� (3z) =
33z�

1
2

2�
� (z) �

�
z +

1

3

�
�

�
z +

2

3

�
oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1.7

� (3z) = (3z � 1)!

=
(3z)!

3z

=
1

3z

z�1Y
k=0

(3z + 1) (3z + 2) (3z + 3)

=
1

3z

 
z�1Y
k=0

(3z + 1)

! 
z�1Y
k=0

(3z + 2)

! 
z�1Y
k=0

(3z + 3)

!

=
1

3z
3z

z�1Y
k=0

�
z +

1

3

�! 
3z

z�1Y
k=0

�
z +

2

3

�! 
3z

z�1Y
k=0

(z + 1)

!

=
33z

3z

z�1Y
k=0

�
z +

1

3

�! z�1Y
k=0

�
z +

2

3

�! z�1Y
k=0

(z + 1)

!

=
33z

3z

�
�
z + 1

3

�
�
�
1
3

� ! 
�
�
z + 2

3

�
�
�
2
3

� !
(z!)

=
33z

3z

�
�
z + 1

3

�
�
�
z + 2

3

�
�
�
1� 1

3

�
�
�
1
3

� z� (z)

= 33z�1
� (z) �

�
z + 1

3

�
�
�
z + 2

3

�
�

sin �
3

=
33z�

1
2

2�
� (z) �

�
z +

1

3

�
�

�
z +

2

3

�
elde edilir.
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1.2 Beta Fonksiyonu:

Matematikte Beta fonksiyonu, Gamma fonksiyonuyla yak¬n ili̧skisi nedeniyle
kalkülüs ve analizde önemlidir. Birçok kompleks integral, Beta fonksiyonunu
içeren fonksiyonlara indirgenebilir.
z; w 2 C olsun. � (z; !) beta fonksiyonu, aşa¼g¬daki belirli integrallerle

tarif edilir:

� (z; !) =

1Z
0

�z�1 (1� �)!�1 d�; R (z) ;R (!) > 0;

� (z; !) =

1Z
0

�z�1 (1� �)!�1 d�; z; ! > 0: (1.9)

(1.9)�de

� = 1� 
; (d� = �d
) ; (� = 0 =) 
 = 1; � = 1 =) 
 = 0)

yazal¬m. Bu durumda,

� (z; !) = �
0Z
1

(1� 
)z�1 
!�1d


=

1Z
0


!�1 (1� 
)z�1 d


= � (!; z)

olur. Bu eşitlik Beta fonksiyonunun simetri özelli¼gi olarak adland¬r¬l¬r.
(1.9) ifadesinde � = sin2 � yazal¬m (d� = 2 sin� cos�d�) : Bu durumda,

� (z; !) = 2

�
2Z
0

(sin�)2z�1 (cos�)2!�1 d� (1.10)

elde edilir, burada � = 0 için � = 0, � = 1 için � = �
2
yaz¬lm¬̧st¬r.

Şimdi de (1.9) ifadesinde � = 

c
(c > 0) yazal¬m

�
d� = d


c

�
: Bu durumda,

� (z; !) =
1

cz+!�1

cZ
0


z�1 (c� 
)!�1 d
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bulunur.
Son olarak, (1.9) ifadesinde � = 


1+

yazal¬m

�
d� = d


(1+
)2

�
: Bu durumda,

� (z; !) =

1Z
0

�



1 + 


�z�1�
1� 


1 + 


�!�1
d


(1 + 
)2

=

1Z
0


z�1

(1 + 
)z�1
1

(1 + 
)!�1
d


(1 + 
)2

=

1Z
0


z�1

(1 + 
)z+!
d
 (1.11)

olur, burada � = 



(1+ 1

 )
= 1

1+ 1



ifadesinde � = 1 için 
 =1 olmal¬d¬r.

1.3 Beta-Gamma Fonksiyonlar¬Aras¬ndaki ·Il-
i̧ski:

Öncelikle

� (!) =

1Z
0

x!�1e�xdx; ! > 0

integralinde x = y2 yazal¬m. Buradan,

� (!) =

1Z
0

y2!�2e�y
2

2ydy

= 2

1Z
0

y2!�1e�y
2

dy

ve benzer şekilde

� (z) = 2

1Z
0

x2z�1e�x
2

dx (1.12)

yaz¬labilir. Sonra, bu iki ifadeyi taraf tarafa çarparsak

� (z) � (!) = 4

1Z
0

1Z
0

x2z�1y2!�1e�(x
2+y2)dxdy
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olur. Buradan, xy düzleminde kutupsal koordinatlara geçersek ve

x = r cos�; y = r sin�; dxdy = rdrd�;

x2 + y2 = r2 ve
y

x
= tan�;

y = 0 =) � = 0; y =1 =) � =
�

2

ifadeleri integralde yerlerine yaz¬l¬rsa

� (z) � (!) = 4

�
2Z
0

1Z
0

r2(z+!�1) (cos�)2z�1 (sin�)2!�1 y2!�1e�r
2

rdrd�

=

2642
�
2Z
0

(cos�)2z�1 (sin�)2!�1 d�

375
242 1Z

0

r2(z+!)�1e�r
2

rdr

35
= � (z; !) � (z + !) (1.10 ve 1.12 den)

=) � (z; !) =
� (z) � (!)

� (z + !)
(1.13)

elde edilir. Bu ifade, baz¬belirli integrallerin hesaplanmas¬nda çok faydal¬d¬r.
Örne¼gin, (1.10) ve (1.13) dan

�
2Z
0

(sin�)2z�1 (cos�)2!�1 d� =
� (z) � (!)

2� (z + !)
; z; ! > 0 (1.14)

yaz¬labilir. Bu ifadede
2z � 1 = 0; 2! � 1 = r

yaz¬l¬rsa
�
2Z
0

(cos�)r d� =
�
�
r+1
2

�
�
�
r
2
+ 1
�p�
2
; r > �1

ve benzer şekilde
2z � 1 = r; 2! � 1 = 0

yaz¬l¬rsa
�
2Z
0

(sin�)r d� =
�
�
r+1
2

�
�
�
r
2
+ 1
�p�
2
; r > �1 (1.15)
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elde edilir. Bu tarz birçok integral Gamma fonksiyonu cinsinden hesaplan-
abilir.
Son olarak yukar¬da ispatlad¬¼g¬m¬z (1.7) formülünü Beta fonksiyonu yard¬m¬yla

başka bir yoldan ispatlayal¬m. Gerçekten, (1.11) ile (1.13) dan

1Z
0


z�1

(1 + 
)z+!
d
 =

� (z) � (!)

� (z + !)
; z; ! > 0

yaz¬labilir. Bu ifadede ! = 1� z, 0 < z < 1, yaz¬l¬rsa

1Z
0


z�1

1 + 

d
 =

� (z) � (1� z)
� (1)

= � (z) � (1� z)

olur. Di¼ger taraftan,
1Z
0


z�1

1 + 

d
 =

�

sin �z

oldu¼gundan (bak¬n¬z: [3]-[4])

� (z; 1� z) = � (z) � (1� z) = �

sin �z
; 0 < z < 1 (1.16)

bulunur.

Örnek 1.8
1R
0

x3
3px2�x3dx integralinin sonucu nedir?

Çözüm 1.8

1Z
0

x3

3
p
x2 � x3

dx =

1Z
0

1

x 3

q
1
x
� 1

dx

= �
1Z
0

d
�
1
x

�
1
x

3

q
1
x
� 1

= �
1Z
0

d
�
1
x

��
1
x
� 1 + 1

�
3

q
1
x
� 1
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=

1Z
0

1

(x+ 1) 3
p
x
dx

=

1Z
0

x
2
3
�1

(x+ 1)
2
3
+ 1
3

dx

= �

�
1

3

�
�

�
2

3

�
=

�

sin �
3

=
2�p
3

olur.

Örnek 1.9
1R
0

x3

(1+x)5
dx integralinin sonucu nedir?

Çözüm 1.9 Verilen integral Beta fonksiyonudur. Gerçekten,

1Z
0

x3

(1 + x)5
dx =

1Z
0

x4�1

(1 + x)4+1
dx

= � (4; 1)

=
� (4) � (1)

� (5)

=
6 � 1
24

=
1

4

olur.

Örnek 1.10
�
2R
0

(sin�)6 d� integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.10 (1.15) formülü kullan¬rsak (r = 6),

�
2Z
0

(sin�)6 d� =
�
�
6+1
2

�
�
�
6
2
+ 1
�p�
2

=
�
�
7
2

�
� (4)

p
�

2
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=
5
2
� 3
2
�
p
�
2
�
p
�
2

3!

=
5�

32

elde edilir.

Örnek 1.11
�
2R
0

(sin�)4 (cos�)5 d� integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.11 (1.14) formülü kullan¬rsak (2z � 1 = 4; 2! � 1 = 5),
�
2Z
0

(sin�)2z�1 (cos�)2!�1 d� =
�
�
5
2

�
� (3)

2�
�
11
2

�
=

8

315

bulunur.

Örnek 1.12
2R
0

y 3
p
8� y3dy integralini hesaplay¬n¬z.

·Ispat.

y3 = 8z =) 2

3
z�

2
3dz (y = 0 =) z = 0; y = 2 =) z = 1)

=)
2Z
0

y 3
p
8� y3dy = 8

3

1Z
0

z�
1
3 (1� z)

1
3 dz

=)
2Z
0

y 3
p
8� y3dy = 8

3
�

�
2

3
;
4

3

�

=)
2Z
0

y 3
p
8� y3dy = 8

3

�
�
2
3

�
�
�
4
3

�
� (2)

=
8

9
�

�
1

3

�
�

�
2

3

�

=)
2Z
0

y 3
p
8� y3dy = 8

9

�

sin �
3

=
16�

9
p
3

oldu¼gu görülür.
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Örnek 1.13

�

�
z +

1

2

�
=
(2z)!

p
�

22z:z!
(z = 0; 1; 2; : : :)

eşitli¼ginin do¼grulu¼gunu gösterdikten sonra bu ba¼g¬nt¬dan yararlanarak

�

�
z +

1

2
;
1

2

�
=

(2z)!�

22z: (z!)2

eşitli¼ginin do¼grulu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1.12

�

�
z +

1

2

�
=

�
z � 1

2

�
�

�
z � 1

2

�
=

�
z � 1

2

��
z � 3

2

�
�

�
z � 3

2

�
=

�
z � 1

2

��
z � 3

2

��
z � 5

2

�
� � � 3
2
� 1
2
�

�
1

2

�
=

(2z � 1) (2z � 3) � � � 3:1
2z

p
�

=
(2z)!

p
�

22z:z!

bulunur. Buradan,

�

�
z +

1

2
;
1

2

�
=
�
�
z + 1

2

�
�
�
1
2

�
� (z + 1)

=
(2z)!

p
�

22z:z!

p
�

z!
=

(2z)!�

22z: (z!)2

elde edilir.

Örnek 1.14

A =

1Z
0

p
1� z4dz =

�
�
�
1
4

��2
6
p
2�

oldu¼gunu gösteriniz.
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Çözüm 1.13

z4 = x =) dz =
1

4
x�

3
4dx

=) A =
1

4

1Z
0

x�
3
4 (1� x)

1
2 dx

=) A =
1

4
�

�
1

4
;
3

2

�
=) A =

1

4

�
�
1
4

�
�
�
3
2

�
�
�
7
4

�

=) A =
1

4

�
�
1
4

� p
�
2

3
4
�
�
3
4

� =

p
�

6

�
�
�
1
4

��2
�
�
1
4

�
�
�
3
4

� = p
�

6

�
�
�
1
4

��2
�

sin �
4

=) A =

�
�
�
1
4

��2
6
p
2�

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Örnek 1.15
1R
0

3p3+
p
2x�

p
2x9+ 3p2x10

(1+x3)4
dx integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.14 Öncelikle

I =

1Z
0

3
p
3 +

p
2x�

p
2x9 + 3

p
2x10

(1 + x3)4
dx (1.17)

olsun. Sonra aşa¼g¬daki ters özdeşli¼gi kullan¬rsak

1Z
0

f (x) dx =

1Z
0

1

x2
f

�
1

x

�
dx;

I =

1Z
0

3
p
3 +

p
2
x
�

p
2
x9
+

3p2
x10

x2
�
1 + 1

x3

�4 dx

=

1Z
0

3
p
3x10 +

p
2x9 �

p
2x+ 3

p
2

(1 + x3)4
dx (1.18)
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olur. Daha sonra, (1.17) ile (1.18) toplan¬rsa

(1:17) + (1:18) : 2I =

1Z
0

�
3
p
2 + 3

p
3
�
(1 + x10)

(1 + x3)4
dx

=) I =
3
p
2 + 3

p
3

2

1Z
0

1 + x10

(1 + x3)4
dx (1.19)

elde edilir. Burada t = x3 de¼gişken de¼giştirmesi yap¬l¬rsa ve

t = x3 =) x = t
1
3 =) dx =

1

3
t�

2
3dt

de¼gerleri (1.19)�de yaz¬l¬rsa

I =
3
p
2 + 3

p
3

6

0@ 1Z
0

t�
2
3

(1 + t)4
dt+

1Z
0

t
8
3

(1 + t)4
dt

1A
=

3
p
2 + 3

p
3

6

0@ 1Z
0

t�
2
3

(1 + t)4
dt+

1Z
0

t
8
3

(1 + t)4
dt

1A
=

3
p
2 + 3

p
3

6

0@ 1Z
0

t
1
3
�1

(1 + t)
1
3
+ 11

3

dt+

1Z
0

t
11
3
�1

(1 + t)
1
3
+ 11

3

dt

1A
=

3
p
2 + 3

p
3

3
�

�
1

3
;
11

3

�
=

3
p
2 + 3

p
3

3

�
�
1
3

�
�
�
11
3

�
�
�
1
3
+ 11

3

�
=

3
p
2 + 3

p
3

3
�
�
�
1
3

�
� 8
3
� 5
3
� 2
3
�
�
2
3

�
� (4)

=
80
�
3
p
2 + 3

p
3
�
�

243
p
3

=)
1Z
0

3
p
3 +

p
2x�

p
2x9 + 3

p
2x10

(1 + x3)4
dx =

80
�
3
p
2 + 3

p
3
�
�

243
p
3

bulunur.

Örnek 1.16 R (z) ;R (!) > 0 olan tüm tüm z; ! 2 C için

� (z; !) =
� (z) � (!)

� (z + !)
(1.20)
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oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1.15
D = (0;1)� (0;1)

olmak üzere

� (z) � (!) =

0@ 1Z
0

xz�1e�xdx

1A0@ 1Z
0

y!�1e�ydy

1A
=

1Z
0

1Z
0

xz�1y!�1e�(x+y)dxdy

olur. Sonra aşa¼g¬daki�
u = x+ y
v = x

x+y

=)
�

x = uv
y = u (1� v)

ve
@ (x; y)

@ (u; v)
=

���� v u
(1� v) �u

���� = �uv � u (1� v) = �u
de¼gişkenlerinin de¼gişimini kullanarakZZ
D

xz�1y!�1e�(x+y)dxdy =

ZZ
D0

(uv)z�1 (u (1� v))!�1 e�u j�uj dudv

=

ZZ
D0

uz+!�1vz�1 (1� v)!�1 e�ududv

=

1Z
0

1Z
0

uz+!�1vz�1 (1� v)!�1 e�ududv

=

0@ 1Z
0

uz+!�1e�udu

1A0@ 1Z
0

vz�1 (1� v)!�1 dv

1A
= � (z + !) � (z; !)

elde ederiz, burada u; v koordinatlar¬nda D�ye karş¬l¬k gelen D0 tan¬m bölgesi

D0 = f(u; v) : u � 0; 0 � v � 1g

şeklindedir. Buradan, (1.20) elde edilir.
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Örnek 1.17 I =
1R
0

p
t

1+25t2
dt integralinin sonucu nedir?

Çözüm 1.16 Öncelikle, u =
p
5t, t = up

5
, dt = 1p

5
du olsun. Bu durumda,

I =

1Z
0

q
u

5
1
2

1 + u2
1p
5
du

=

1Z
0

u
1
2

5
1
4

1 + u2
1

5
1
2

du

=
1

5
3
4

1Z
0

u
1
2

1 + u2
du

olur. Sonra, u = tan �, du = sec2 �d�, 1 + u2 = sec2 � olsun. Bu durumda
yukar¬daki integral

I =
1

5
3
4

�
2Z
0

(tan �)
1
2

sec2 �
sec2 �d�

=
1

5
3
4

�
2Z
0

tan
1
2 �d�

=
1

5
3
4

�
2Z
0

sin
1
2 � cos�

1
2 �d�

integraline dönüşür. (1.10) ve (1.16)�den

I =
1

4
p
125

1

2
�

�
3

4
;
1

4

�
=

1

2 4
p
125

�
�
3
4

�
�
�
1
4

�
� (1)

=
1

2 4
p
125

�
�

sin �
4

�
=

p
2�

2 4
p
125

bulunur.
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1.4 Gamma Fonksiyonun Uygulamas¬:

Tan¬m 1.1 Bir E � Rn ölçülebilir kümesinin Lebesgue ölçüsü jEj =
Z
E

dx

ile gösterilir. Örnek olarak, 3-boyutlu uzayda S : x2 + y2 + z2 � 9 küresi
düşünülürse, bu kürenin ölçüsü onun hacmidir ve 36�br3 dür. Ancak S nin
yüzeyi � ile gösterilirse � 3-boyutlu uzayda dejenere bölge olarak adland¬r¬l¬r
ve ölçüsü sf¬rd¬r. Sonuç olarak S : x2 + y2 + z2 = 9 küre yüzeyinin ölçüsü
s¬f¬rd¬r. Benzer şekilde, n = 2 oldu¼gunda S : x2+y2 � 9 diskinin ölçüsü onun
alan¬d¬r ve s¬n¬r¬n¬n ölçümü s¬f¬rd¬r. 1-boyutlu uzayda S = [a; b] ise ölçüsü
aral¬¼g¬n uzunlu¼gu, yani b� a ve s¬n¬r¬n¬n ölçümü, yani � = fa; bg nin ölçüsü
s¬f¬rd¬r.

Rn, n�boyutlu Öklid uzay¬; x:y =
nX
j=1

xjyj iç çarp¬m¬ ve buna karş¬l¬k

gelen jxj =
nX
j=1

x2j

! 1
2

normu ile x1; :::; xn 2 Rn olmak üzere tüm x =

(x1; :::; xn) noktalar¬n¬n kümesidir. Rn üzerinde dx = dx1:::dxn ile Lebesgue
ölçüsünü gösterece¼giz.

Rn tam uzay¬üzerinde bir f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

Z
Rn

f (x) dx =

Z
� � �
Z
f (x1; :::; xn) dx1:::dxn

ile gösterilir. Çok katl¬bir integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ço¼gu
kez kullan¬̧sl¬ olmaktad¬r. r = jxj olsun ve Sn�1 = fx : jxj = 1g ile birim
küreyi gösterelim. dx hacim eleman¬n¬ dx = rn�1drd� biçiminde yazar¬z,
burada d�, Sn�1 üzerinde dx taraf¬ndan belirlenen yüzey ölçüsüdür. Bu du-
rumda e¼ger f (x) � 0 integrallenebilir bir fonksiyon ise Fubini teoreminden

Z
f (x) dx =

1Z
0

8<:
Z

Sn�1

f (x) d�

9=; rn�1dr =
Z

Sn�1

8<:
1Z
0

f (x) rn�1dr

9=; d�
(1.21)

elde edilir. E¼ger x 6= 0 = (0; :::; 0) ise bu durumda x = jxj xjxj = rx
0 dir, burada

x0 = x
jxj , S

n�1 üzerinde x in izdüşümüdür. Sn�1 üzerindeki de¼gişkeni ço¼gu kez

x0 ile gösterdi¼gimizden d� yerine dx0 yazmak uygundur. Örnek olarak,
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jB (0; 2)j =
1Z
0

Z
Sn�1

rn�1drd� =

Z
Sn�1

dx0
2Z
0

rn�1dr

=
��Sn�1�� 2n

n

biçimindedir, burada jSn�1j = 2�
n
2

�(n2 )
, Rn de yar¬çap¬1 olan Sn�1 birim küresinin

yüzey alan¬d¬r. � (n), gamma fonksiyonudur ve � (n) =

1Z
0

xn�1e�xdx ile

tan¬mlan¬r. Ayr¬ca daha genel olarak, B = B (x; r) = fy 2 Rn : jx� yj < rg
kümesi merkezi x, yar¬çap uzunlu¼gu r olan aç¬k yuvar¬ ve B (x; r)C onun
tümleyenini göstersin. jSnj = jB (0; 1)j olmak üzere

jB (x; r)j = jSnj rn = �
n
2

�
�
1 + n

2

�rn = 1

n

��Sn�1�� rn
biçiminde yazabiliriz.

Şimdi yukar¬da belirtti¼gimiz formülleri ispatlamaya çal¬̧sal¬m. Bunun için
önce aşa¼g¬daki tan¬ma ihtiyac¬m¬z var.

Tan¬m 1.2 (Fubini Teoremi) X � Y , Rm+n�de X � Rm ve Y � Rn ar-
al¬klar¬n¬n do¼grudan çarp¬m¬olan bir aral¬k olsun. f : X�Y ! R fonksiyonu
X � Y üzerinde integrallenebilirse,Z Z

X�Y

f (x; y) dxdy;

Z
X

dx

Z
Y

f (x; y) dy;

Z
Y

dy

Z
X

f (x; y) dx (1.22)

integrallerinin üçü de mevcuttur ve eşittir. Sonuç olarak, Fubini teoremi, be-
lirli yinelemeli integrallerde integral s¬ras¬n¬n de¼giştirilmesine izin verir. Fu-
bini teoremi, iki yinelemeli integralin, integrandlar¬boyunca karş¬l¬k gelen çift
katl¬integrale eşit oldu¼gunu ima eder.

Örnek 1.18 f (x; y) = 1 � 6x2y ve R : 0 � x � 2, �1 � y � 1 içinZZ
R

f (x; y) dA integralini hesaplay¬n¬z.
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Çözüm 1.17

ZZ
R

f (x; y) dA =

2Z
0

1Z
�1

�
1� 6x2y

�
dydx

2Z
0

�
y � 3x2y2

�y=1
y=�1 dx

=

2Z
0

��
1� 3x2

�
�
�
�1� 3x2

��
dx

=

2Z
0

2dx = 4:

ZZ
R

f (x; y) dA =

1Z
�1

2Z
0

�
1� 6x2y

�
dxdy

1Z
�1

�
x� 2x3y

�x=2
x=�0 dy

=

1Z
�1

(2� 16y) dy =
�
2y � 8y2

�1
�1

= 4:

Örnek 1.19 f (x; y) = y2�x2
(x2+y2)2

ve R : 0 � x � 1, �1 � y � 1 içinZZ
R

f (x; y) dA integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.18 Fonksiyon (0; 0)noktas¬nda süreksiz oldu¼gundan (1.22) formülü
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kullan¬lamaz. Nitekim kontrol etti¼gimizde şunu elde ederiz:

ZZ
R

f (x; y) dA =

1Z
0

1Z
0

y2 � x2

(x2 + y2)2
dxdy

=

1Z
0

�
x

x2 + y2

�x=1
x=0

dy

=

1Z
0

1

1 + y2
dy

= arctan y j10=
�

4
:

ZZ
R

f (x; y) dA =

1Z
0

1Z
0

y2 � x2

(x2 + y2)2
dydx

=

1Z
0

�
y

x2 + y2

�y=1
y=0

dx

= �
1Z
0

1

1 + x2
dx

= � arctanx j10= �
�

4
:

Örnek 1.20 f (x; y) = xy

(x2+y2)2
ve R : �1 � x � 1, �1 � y � 1 içinZZ

R

f (x; y) dA integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm 1.19

ZZ
R

f (x; y) dA =

1Z
�1

0@ 1Z
�1

xy

(x2 + y2)2
dx

1A dy; y 6= 0
=

1Z
�1

0dy = 0
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ve ZZ
R

f (x; y) dA =

1Z
�1

0@ 1Z
�1

xy

(x2 + y2)2
dy

1A dx; x 6= 0
=

1Z
�1

0dx = 0

dir. Böylece,

1Z
�1

0@ 1Z
�1

xy

(x2 + y2)2
dx

1A dy = 1Z
�1

0@ 1Z
�1

xy

(x2 + y2)2
dy

1A dx = 0;
olur. Ancak

1Z
�1

1Z
�1

���� xy

(x2 + y2)2

���� dxdy �
1Z
0

dr

2�Z
0

(sin� cos�=r) d� = 2

1Z
0

dr=r =1

oldu¼gu için kare üzerindeki Lebesgue çift katl¬integrali mevcut de¼gildir.

Lemma 1.2 n > 1 için jSn�1j = 2�
n
2

�(n2 )
ve jSnj = 2�

n
2

n�(n2 )
dir. Dolay¬s¬yla,

jS2mj = �m

m!
ve jS2m+1j = 2(2�)m

1:3:5:::(2m+1)
dir. Ayr¬ca, jSn�1j = n jSnj, Sn�1 =

S (0; 1)�in standart yüzey alan¬d¬r.

·Ispat. Fubuni teoremine göre,

1Z
�1

1Z
�1

exp
�
�
�
x21 + x

2
2

��
dx1dx2

=

0@ 1Z
�1

exp
�
�x21

�
dx1

1A �
0@ 1Z
�1

exp
�
�x22

�
dx2

1A
=

0@ 1Z
�1

exp
�
�t2
�
dt

1A2

=

ZZ
R2

exp
�
� jxj2

�
dx

=

1Z
0

2�Z
0

re�r
2

d�dr =

2�Z
0

1Z
0

re�r
2

drd� =

2�Z
0

d�

2
= �;
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oldu¼gundan,

F =

Z
Rn

exp
�
� jxj2

�
dx =

nY
k=1

1Z
�1

exp
�
�x2k

�
dxk =

0@ 1Z
�1

exp
�
�t2
�
dt

1An

= �n=2

olur.
Di¼ger taraftan, (1.21)�den

F =

Z
Sn�1

1Z
0

exp
�
�r2

�
rn�1drdx0

=

Z
Sn�1

dx0
1Z
0

exp
�
�r2

�
rn�1dr

=
��Sn�1�� 1Z

0

exp (�!)! n
2
�1d!

=
1

2

��Sn�1��� (n=2) ;
elde edilir, burada � (n), gama fonksiyonudur.
Ayr¬ca, � (1 + !) = !� (!) oldu¼gundan, şunu elde ederiz:

jSnj =
Z

jxj�1

dx =

Z
Sn�1

1Z
0

rn�1drdx0 =
1

n

��Sn�1��
=

1

n

2�
n
2

�
�
n
2

� = �
n
2

n
2
�
�
n
2

� = �
n
2

�
�
1 + n

2

� :
Buradan herhangi bir x 2 Rn ve � > 0 için, merkezi x ve yar¬çap¬� olan
S� (x) küresinin alan¬n¬n ve hacminin �n jSnj = �n 1n jS

n�1j�ye eşit oldu¼gunu
gözlemleriz. Bildi¼gimiz gibi, tek de¼gi̧skenli integral için aşa¼g¬daki denklemleri
elde ederiz:

1Z
0

dx

jxj� =
�
yak¬nsak, � < 1
¬raksak, � � 1

ve
1Z
1

dx

jxj� =
�
yak¬nsak, � > 1
¬raksak, � � 1 :

Şimdi Rn�deki duruma bakal¬m.
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Now let�s look at the situation in Rn.

jxj =
nX
i=1

x2i

!1=2
;

x�in normunu gösterdi¼gini varsayarak,Z
Rn

dx

jxj� ; � > 0

integrallerini ele alal¬m. Burada integrandlar 0 ve sonsuzda tan¬ml¬de¼gillerdir,
yani bu integral x = 0 ve x =1�da tekilli¼ge sahiptir, bu nedenle bu integrali
aşa¼g¬daki gibi iki parçaya ay¬raca¼g¬z:Z

Rn

dx

jxj� =

Z
jxj�1

dx

jxj� +
Z

jxj�1

dx

jxj�

= F1 + F2;

burada r = jxj, hacim eleman¬dx, "kutupsal koordinatlar¬nda" dx = rn�1drd�
şeklinde yaz¬labilir ve d�, dx taraf¬ndan Sn�1 = fx 2 Rn :jxj = 1g birim
küresi üzerinde belirlenen yüzey ölçüsüdür.
Önce F1�yi tahmin edelim.

F1 =

Z
jxj�1

dx

jxj� =
Z

Sn�1

1Z
0

rn�1

r�
drd�

=

Z
Sn�1

d�

1Z
0

rn�1

r�
dr

=
��Sn�1�� 1Z

0

1

r��n+1
dr

=
��Sn�1�� � �� n+ 1 < 1; � < n için yak¬nsak

�� n+ 1 � 1; � � n için ¬raksak

=
��Sn�1�� 1Z

0

rn�1��dr

=
jSn�1j
n� � ; yaln¬zca n� � > 0 ise,



1.4. GAMMA FONKSIYONUN UYGULAMASI: 33

olur.
Şimdi F2 durumuna bakal¬m.

F2 =

Z
jxj�1

dx

jxj� =
Z

Sn�1

1Z
1

rn�1

r�
drd�

=

Z
Sn�1

d�

1Z
1

rn�1

r�
dr

=
��Sn�1�� 1Z

1

1

r��n+1
dr

=
��Sn�1�� � �� n+ 1 > 1; � > n için yak¬nsak

�� n+ 1 � 1; � � n için ¬raksak

=
��Sn�1�� 1Z

1

rn�1��dr

=
jSn�1j
�� n ; yaln¬zca �� n > 0 ise,

bulunur.
Ayr¬ca, � = n ise, bu durumda F1 = F2 =1 olur.
Son olarak, n = 3 için kürenin hacmini bulal¬m. Gerçekten de

��S3�� =
�
3
2

3
2
�
�
3
2

�
=

�
3
2

3
2
� 1
2
�
�
1
2

�
=

�
3
2

3
4

p
�

=
4

3
�

olur ve benzer şekilde birim kürenin yüzey alan¬aşa¼g¬daki şekilde bulunur:��S2�� = 2�
3
2

�
�
3
2

� = 2�
3
2

1
2
�
�
1
2

� = 4 � 3
2

p
�
= 4�

olur, burada
1

2
�

�
1

2

�
= �

�
1 +

1

2

�
= �

�
3

2

�
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ve �
�
1
2

�
=
p
� dir (bak¬n¬z:[5]).

Daha genel olarak, c1; c2; : : : ; cn pozitif reel say¬lar¬için n-boyutlu

Bc1;c2;:::;cn := f~x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn : jx1j
c1 + � � �+ jxnjc1 � 1g

bölgenin hacmi

jBc1;c2;:::;cnj = 2n
�
�
1 + 1

c1

�
� � ��

�
1 + 1

cn

�
�
�
1 + 1

c1
+ � � �+ 1

cn

�
formülü ile bulunur.

1.5 Hipergeometrik Fonksiyonlar:

Hipergeometrik fonksiyonlar, kesirli analizde önemli bir rol oynar. Kummer,
Gauss, Euler ve Pfa¤ (1765-1825) dahil olmak üzere birçok matematikçi
taraf¬ndan bu fonksiyon incelenmi̧stir. Ramanujan (1887-1920) da klasik hiper-
geometrik fonksiyon teoremini ayr¬bir şekilde ortaya koymuştur.
r, s ve t reel ya da kompleks sabitler olmak üzere

1 +
rs

t

z

1!
+
r (r + 1) s (s+ 1)

t (t+ 1)

z2

2!
+ � � � (1.23)

olarak ifade edilen seri matematikte büyük bir öneme sahiptir. Bu seri

1 + z + z2 + � � � =
1X
m=0

zm

geometrik serisinin bir genellestirmesi oldugundan hipergeometrik seri (=Gauss
hipergeometrik fonksiyon ) ad¬n¬al¬r. (1.23)�den görülmektedir ki, t degeri
s¬f¬r ya da negatif bir tamsay¬olmamal¬d¬r. (1.23) hipergeometrik serisi jzj <
1 için yak¬nsak, jzj > 1 için ise ¬raksakt¬r. jzj = 1 için t > r + s ise seri
mutlak yak¬nsak olur. Ayr¬ca z = �1 iken t > r + s � 1 ise seri yak¬nsakt¬r
(bak¬n¬z:[6]-[7]).
r reel ya da kompleks bir say¬, m s¬f¬r veya pozitif bir tam say¬olmak

üzere (r)m ifadesi

(r)m = r (r + 1) (r + 2) : : : (r +m� 1) (1.24)

(r)0 = 1; r 6= 0
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olarak tan¬mlan¬r. Bu ifade Pochhammer sembolü olarak bilinir ve aşa¼g¬daki
özelliklere sahiptir:

(r)m =
� (r +m)

� (r)
(1.25)

(r)m+1 = r (r + 1)m : (1.26)

Pochhammer sembolünün (1.24) gösterimi dikkate al¬narak, (1.23) hiperge-
ometrik serisi

F[2;1] (r; s; t; z) =

1X
m=0

(r)m (s)m
(t)m

zm

m!
(1.27)

şeklinde yaz¬labilir. (1.27) eşitli¼ginde görülen F fonksiyonunun sa¼g alt köşesin-
deki [2; 1] indisi yap¬s¬nda biri r ve s di¼geri t olmak üzere iki tip parametre
bulundu¼gunu ifade eder. Burada, jzj < 1 ve t paydas¬ s¬f¬r ya da negatif
bir tamsay¬olmamal¬d¬r. (1.27)�n¬n yak¬nsakl¬k yar¬çap¬, r veya s pozitif ol-
mayan bir tam say¬ olmad¬¼g¬ sürece 1�dir; bu durumda aşa¼g¬daki gibi bir
polinomumuz olur:

F[2;1] (�p; s; t; z) =
1X
m=0

(�1)m
�
p

m

�
(s)m
(t)m

zm; r = �p < 0:

şeklinde polinom olarak ifade edilir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden
F[2;1] gösterimi yerine genellikle sadece F kullan¬l¬r. Yani,

F[2;1] (r; s; t; z) = F (r; s; t; z)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r. (1.25)
eşitli¼ginden hipergeometrik fonksiyonun r ve s de¼gi̧skenlerine göre simetrik
oldu¼gu görülür.
(1.27) eşitli¼ginin genelleştirilmi̧s ifadesi

F[q;p] (r1; r2; � � � ; rn; s1; s2; � � � ; sl; z) = F[q;p]

24 r1; r2; � � � ; rq ; z
s1; s2; � � � ; sp

35
=

1X
m=0

(r1)m (r2)m � � � (rq)m
(s1)m (s2)m � � � (sp)m

zm

m!

şeklindedir. Burada, bu seri, q � p ise tüm z�ler için yak¬nsakt¬r, e¼ger q = p+1
ise jzj < 1 ve tüm s¬f¬rdan farkl¬z�ler için yak¬nsakt¬r. Fakat bu seri, q > p+1
ve tüm sj > 0, j = 1; 2; 3; : : : ; l ve ri > 0, i = 1; 2; 3; : : : ; n ise ¬raksakt¬r.
Örnekler:
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log (1� z) = �
1X
m=0

zm+1

m+ 1

= �z
1X
m=0

(1)m (1)m
(2)m

zm

m!

= �zF (1; 1; 2; z) ; jarg (1� z)j < �

log
1 + z

1� z = 2zF

�
1

2
; 1;
3

2
; z

�
; cos z = F

�
1

2
;�1
2
;
1

2
; sin2 zx

�
arcsin z = zF

�
1

2
;
1

2
;
3

2
; z2
�
; jarg (1� zi)j < �

1

(z � r)r = F (r; 1; 1; z) ; jzj < 1

arctan z = zF

�
1

2
; 1;
3

2
;�z2

�
; jarg (1� zi)j < �

cosh z = lim
r;s!1

F

�
r; s;

1

2
;
x2

4rs

�
:

Örnek 1.21 F (r; s; t;x) hipergeometrik fonksiyonun birinci mertebeden türevini
bulunuz.

Çözüm 1.20 (1.26) den

d

dx
F (r; s; t;x) =

1X
m=1

(r)m (s)m
(t)m

xm�1

(m� 1)!

=
1X
m=0

(r)m+1 (s)m+1
(t)m+1

xm

m!

=
1X
m=0

r (r + 1)m s (s+ 1)m
t (t+ 1)m

xm

m!

=
rs

t

1X
m=0

(r + 1)m (s+ 1)m
(t+ 1)m

xm

m!

=
rs

t
F (r + 1; s+ 1; t+ 1; x)

olup, benzer sekilde n: türevi

dn

dxn
F (r; s; t;x) =

(r)n (s)n
(t)n

F (r + n; s+ n; t+ n;x)

şeklinde bulunur.
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Virchenko vd., �Wright tipi hipergeometrik fonksiyon�ad¬verilen genelleştir-
ilmi̧s hipergeometrik fonksiyonu şu şekilde tan¬tt¬lar:

R
(�)
[2;1] (z) =

� (t)

� (s)

1X
m=0

(r)m � (s+ �m)

� (t+ �m)m!
zm;

burada � > 0 ve jzj > 0 dir. Burada, � = 1 için klasik hipergeometrik
fonksiyon elde edilir.
Di¼ger taraftan, yukar¬da bahsedilen Wright tipi genelleştirilmi̧s hiperge-

ometrik fonksiyon olarak bilinen genelleştirilmi̧s hipergeometrik fonksiyonu
daha da geni̧sletirsek ve bunu da 	[q;p] ile gösterirsek

	[q;p] [(r1; R1) ; (r2; R2) ; � � � ; (rq; Rq) ; (s1; S1) ; (s2; S2) ; � � � ; (sq; Sq) ; z]

= 	[q;p]

24 (r1; R1) ; (r2; R2) ; � � � ; (rq; Rq) ; z
(s1; S1) ; (s2; S2) ; � � � ; (sq; Sq)

35

=
1X
m=0

qQ
i=1

� (ri +Rim)

pQ
j=1

� (sj + Sjm)

zm

m!

elde ederiz. Burada Ri ve Sj,

1 +

pX
j=0

Sj �
qX
i=0

Ri > 0

olacak şekilde pozitif reel say¬lard¬r. Bundan başka, tüm i ve j için Ri = Sj =
1 ise bu durumda klasik hipergeometrik fonksiyon elde edilir.
Asag¬daki teorem integral ve toplam sembollerinin yer de¼gi̧stirmesi ile

ilgilidir.

Teorem 1.3
P
fm, [a; b] üzerinde s¬n¬rl¬, reel degerli ve integrallenebilir fonksiy-

onlar¬n bir serisi olsun.
P
fm serisi düzgün yak¬nsak ise

bZ
a

1X
m=1

fm (x)

!
dx =

1X
m=1

0@ bZ
a

fm (x) dx

1A
eşitli¼gi geçerlidir (bak¬n¬z:[8]).
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Örnek 1.22 F (r; s; t;x) hipergeometrik fonksiyonunun jxj < 1 ve 0 < s < t
için

1

� (s; t� s)

1Z
0

zs�1 (1� z)t�s�1 (1� xz)�r dz

şeklinde bir integral gösterimine sahip oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1.21 Beta fonksiyonunun (1.9)�deki tan¬m¬ndan ve Pochhammer
sembolünün özelliklerinden

(s)m
(t)m

=
� (s+m; t� s)
� (s; t� s)

=
1

� (s; t� s)

1Z
0

zs+m�1 (1� z)t�s�1 dz (1.28)

yaz¬labilir. Buradan, (1.28) ifadesi (1.27) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

F (r; s; t;x) =
1

� (s; t� s)

1X
m=0

(r)m
xm

m!

1Z
0

zs+m�1 (1� z)t�s�1 dz

olur. Seri düzgün yak¬nsak oldu¼gundan toplam ile integrasyon işleminin s¬ras¬
de¼giştirilirse (Teorem 1.3�den)

F (r; s; t;x) =
1

� (s; t� s)

1Z
0

zs�1 (1� z)t�s�1
1X
m=0

(r)m
m!

(xz)m dz

elde edilir. Diger taraftan (1� xz)�r ifadesinin binom aç¬l¬m¬ndan dolay¬
1X
m=0

(r)m
m!

(xz)m = (1� xz)�r

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa istenilen sonuç jxj < 1 ve 0 < s < t için

F (r; s; t;x) =
1

� (s; t� s)

1Z
0

zs�1 (1� z)t�s�1 (1� xz)�r dz

şeklinde elde edilir.

Tan¬m 1.3 R (p) > 0, R (t) > R (s) > 0 ve jzj < 1 olsun. Genelleştirilmiş
hipergeometrik fonksiyonu

Fp (r; s; t;x) =

1X
m=0

(r)m
m!

�p (s+m; t� s)
� (s; t� s) zm

ile de tan¬mlan¬r (bak¬n¬z:[7]).
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1.6 Mittag-Le­ er Fonksiyonu:

Mittag-Le­ er fonksiyonu 1903 y¬l¬nda Mittag-Le­ er [9] taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧s
ve

E� (z) =

1X
m=0

zm

� (�m+ 1)
(1.29)

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r, burada z; � 2 C ve R (�) > 0 dir. (1.29) ile verilen
fonksiyon ayn¬zamanda tek parametreli Mittag-Le­ er olarak da adland¬r¬l¬r.
Mittag-Le­ er fonksiyonu, biyoloji, �zik ve uygulamal¬ bilimlerin kar-

maş¬kl¬klar¬na do¼grudan ba¼gl¬l¬¼g¬sayesinde popülerlik ve önem kazanm¬̧st¬r.
Mittag-Le­ er fonksiyonu, analitik fonksiyonlar¬n incelenmesindeki çeşitli zor-
luklar¬n üstesinden gelmede önemli bir rol oynayan mütevaz¬bir fonksiyon-
dur. Üstel fonksiyonun tamsay¬mertebeden diferansiyel denklemlerde önemli
bir rol oynamas¬gibi, Mittag-Le­ er fonksiyonu da kesirli diferansiyel den-
klemlerde benzer bir rol oynar. Mittag-Le­ er fonksiyonu, üstel fonksiyonun
McLaurin seri aç¬l¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda R (�) > 0 olmak üzere ez üs-
tel fonksiyonunun bir genellemesidir. Üstelik, �� nun baz¬ özel de¼gerlerine
kaŗs¬l¬k tek parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonu ile baz¬elementer fonksiy-
onlar aras¬nda çeşitli ili̧skiler vard¬r. Örne¼gin,

� E0 (z) =
1X
m=0

zm =
1

1� z ; (jzj < 1)

� E1 (�z) =
1X
m=0

(�1)m zm
m!

= e�z

� E2
�
�z2

�
=

1X
m=0

(�1)m z2m
(2m)!

= cos z

� E2
�
z2
�
=

1X
m=0

z2m

(2m)!
= cosh z

dir. Bu örnekleri ��nun di¼ger özel de¼gerlerini kullanarak ço¼galtmak da mümkündür.
Mittag-Le­ er fonksiyonunun, daha sonra ortaya ç¬kan çeşitli problem-

lerin aç¬klanmas¬için gerekli oldu¼gu ile ilgili ortaya ç¬kan birçok dikkat çekici
özelli¼gi vard¬r. Wiman [10], Humbert ve Agarwal [11] , Mittag-Le­ er fonksiy-
onunu

E�;� (z) =

1X
m=0

zm

� (�m+ �)
(1.30)

ile genelleştirdiler, burada z; �; � 2 C ve R (�) > 0; R (�) > 0 dir. (1.30)
ile verilen fonksiyon ayn¬zamanda iki parametreli Mittag-Le­ er olarak da
adland¬r¬l¬r.



40 ÖZEL FONKSI·YONLAR

Şimdi iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonunun baz¬özel durumlar¬n¬
inceleyelim:

1: E0;0 (z) =

1X
m=0

zm

� (0m+ 0)
=

1X
m=0

zm

1 = 0; jzj < 1

2: E0;1 (z) =

1X
m=0

zm

� (0m+ 1)
=

1X
m=0

zm =
1

1� z ; jzj < 1

3: E0;2 (z) =

1X
m=0

zm

� (0m+ 2)
=

1X
m=0

zm =
1

1� z ; jzj < 1

4: E0;2 (z) =

1X
m=0

zm

� (0m+ 3)
=

1X
m=0

zm =
1

2 (1� z) ; jzj < 1

5: E0;% (z) =
1X
m=0

zm

� (0m+ %)

=
1X
m=0

zm

� (%)
=

1

� (%) (1� z) ; % 2 R; jzj < 1:

a:E0; 1
2
(z) =

1X
m=0

zm

(1� z) �
�
1
2

� = 1p
� (1� z) ; jzj < 1

b:E0; 3
2
(z) =

1X
m=0

zm

(1� z) �
�
3
2

� = 2p
� (1� z) ; jzj < 1

c:E0; 5
2
(z) =

1X
m=0

zm

(1� z) �
�
5
2

� = 2

3
p
� (1� z) ; jzj < 1

d:E0;n+ 1
2
(z) =

1X
m=0

zm

(1� z) �
�
n+ 1

2

�
=

2n

(2n� 1)!
p
� (1� z) ; n = 0; 1; 2; : : : ; jzj < 1:

(i) E1;1 (z) =
1X
m=0

zm

� (m+ 1)
=

1X
m=0

zm

m!
= ez

(ii) E1;2 (z) =
1X
m=0

zm

� (m+ 2)
=
1

z

1X
m=0

zm+1

(m+ 1)!
=
ez � 1
z

(iii) E1;3 (z) =

1X
m=0

zm

� (m+ 3)
=
1

z2

1X
m=0

zm+2

(m+ 2)!
=
ez � 1� z

z2
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(iv) E�;1 (z) =
1X
m=0

zm

� (�m+ 1)
= E� (z)

(v) E1;j (z) =
1

zj�1

"
ez �

j�2X
t=0

zt

t!

#
� ve � parametrelerinin özel seçimleri ile E�;� fonksiyonu baz¬bilindik ve

iyi bilinen fonksiyonlara dönüşür. Örne¼gin,

� E2;1 (z) =

1X
m=0

zm

(2m)!
= cosh

p
z

� E2;2 (z) =

1X
m=0

zm

(2m+ 1)!
=
sinh

p
zp

z

� E2;3 (z) =

1X
m=0

zm

(2m+ 2)!
=
cosh

p
z � 1p
z

� E2;1
�
z2
�
= cosh (z)

� E2;2
�
z2
�
=

sinh (z)

z
� E2;1

�
�z2

�
= cos (z)

� E2;2
�
�z2

�
=

sinh (z)

z

� E 1
2
;1 (z) =

1X
m=0

zm

�
�
m
2
+ 1
� = ez2 erf c (�z) ;

burada erf c, erf hata fonksiyonunun tamamlay¬c¬s¬d¬r:

erf c (z) :=
2p
�

1Z
z

e�u
2

du = 1� 2p
�

zZ
0

e�u
2

du = 1� erf (z) ; z 2 C:

Di¼ger taraftan, hata fonksiyonun di¼ger özelliklerini aşa¼g¬daki gibi s¬ralayabil-
iriz:

� erf (0) =
2p
�

0Z
0

e�u
2

du =
2p
�
� 0 = 0

� erf (1) =
2p
�

1Z
0

e�u
2

du =
2p
�
lim
z!1

zZ
0

e�u
2

du

=
2p
�
�
p
�

2
= 1
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� erf (�z) =
2p
�

�zZ
0

e�u
2

du = � 2p
�

�0Z
�z

e�u
2

du

= � 2p
�

zZ
0

e�u
2

du;
h
e�u

2 ! çift
i

= � erf (z)
=) erf fonksiyonu tektir.

� erf (iz) =
2p
�

�izZ
0

e�u
2

du =
2p
�

zZ
0

eu
2

du:

Günümüzdeki birçok uygulamada reel de¼gi̧skenli iki parametreli Mittag-
Le­ er fonksiyonu s¬kl¬kla kullan¬lmaktad¬r. Bu nedenle, literatürde bu tip
fonksiyonlar¬n çeşitli integral temsilleri, yineleme ba¼g¬nt¬lar¬, s¬f¬rlar¬n¬n da¼g¬l¬m¬
ve asimtotik ili̧skileri ve kesirli türev ile ili̧skileri üzerine baz¬temel özellik-
lerine çokça rastlanmaktad¬r.

Lemma 1.3 Aşa¼g¬daki önermeler geçerlidir:
(1) E�;� (z) = zE�;�+� (z) +

1
�(�)
; R (�) > 0;R (�) > 0

(2) E�;� (z) = �E�;�+1 (z) + z�
d
dz
E�;�+1 (z) ; R (�) > 0;R (�) > 0

(3) d
dz
E�;� (z) =

1
�z
[E�;��1 (z)� (� � 1)E�;� (z)] ; R (�) > 0;R (�) > 0

(4)
�
d
dz

�q
[zn�1E�;� (�z

�)] = z��q�1E�;��q (�z
�) ;R (� � q) > 0; q 2 N:

·Ispat. (1) E�;� (z)�nin tan¬m¬ndan

E�;�+� (z) =
1X
m=0

zm

� (� (m+ 1) + �)

yaz¬labilir. Burada, m! m� 1 dönüşümü yap¬l¬rsa

E�;�+� (z) =
1X
m=0

zm

� (� (m+ 1) + �)

=

1X
m=1

zm�1

� (�m+ �)

=
1

z

" 1X
m=0

zm

� (�m+ �)
� 1

� (�)

#

=
1

z

�
E�;� (z)�

1

� (�)

�
=) E�;� (z) = zE�;�+� (z) +

1

� (�)



1.6. MITTAG-LEFFLER FONKSIYONU: 43

elde edilir.
(2)

E�;� (z) =
1X
m=0

zm

� (�m+ �)
=) E�;�+1 (z) =

1X
m=0

zm

� (�m+ � + 1)

=) z�
d

dz
E�;�+1 (z) = z�

1X
m=1

mzm�1

� (�m+ � + 1)
=

1X
m=1

�mzm

� (�m+ � + 1)

=) �E�;�+1 (z) =
1X
m=0

�zm

� (�m+ � + 1)
=

1X
m=1

�zm

� (�m+ � + 1)
+

�

� (� + 1)

olur. Buradan,

�E�;�+1 (z) + z�
d

dz
E�;�+1 (z) =

1X
m=1

�zm

� (�m+ � + 1)
+

�

� (� + 1)

+
1X
m=1

�mzm

� (�m+ � + 1)

=

1X
m=1

(� + �m) zm

� (�m+ � + 1)
+

1

� (�)

=
1X
m=1

(� + �m) zm

� (�m+ �)
+

1

� (�)

=
1X
m=0

(� + �m) zm

� (�m+ �)
= E�;� (z)

elde edilir.
(3)

E�;� (z) =
1X
m=0

zm

� (�m+ �)

=) z�
d

dz
E�;� (z) = z�

1X
m=1

mzm�1

� (�m+ �)

=
1X
m=1

�mzm

� (�m+ �)

E�;��1 (z)� (� � 1)E�;� (z) =
1X
m=0

zm

� (�m+ � � 1) �
1X
m=0

(� � 1) zm
� (�m+ �)
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=
1X
m=0

(�m+ � � 1) zm
� (�m+ �)

�
1X
m=0

(� � 1) zm
� (�m+ �)

=

1X
m=0

�mzm

� (�m+ �)

=) E�;��1 (z)� (� � 1)E�;� (z) = z�
d

dz
E�;� (z)

bulunur.
(4) ·Iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonunun (1.30) tan¬m¬n¬n do¼gru-

dan bir sonucudur. Gerçekten, (1.30)�ü ve i̧saret toplam¬alt¬nda terim terim
türevlemeyi kullanarak (bu durum (1.30) serisinin herhangi bir kompakt C
kümesi üzerinde düzgün yak¬nsamas¬na uygun olarak mümkündür),�

d

dz

�q �
zn�1E�;� (z

�)
�
=

�
d

dz

�q 1X
m=0

�mz�m+��1

� (�m+ �)

=
1X
m=0

(�m+ � � 1)! (�z�)m z��q�1
� (�m+ �) (�m+ � � 1� q)!

= z��q�1E�;��q (�z
�)

elde ederiz.
(4)�de q = 1 al¬nd¬¼g¬nda, (1.30) tan¬m¬n¬ve terim baz¬nda integrasyonu

kullanarak, hemen aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 1.1

zZ
0

E�;� (��
�) � ��1d� = z�E�;�+1 (�z

�) (� > 0)

dir.

Yukar¬daki sonucun genel ili̧skisi aşa¼g¬daki Lemmada verilmi̧stir.

Lemma 1.4

1

� (s)

zZ
0

(z � �)s�1E�;� (�� �) � ��1d� = zn+s�1E�;�+s (�z�) (s > 0; � > 0) ;

(1.31)
dir, burada integrasyon, 0 ve z noktalar¬n¬birleştiren do¼gru boyunca gerçek-
leştirilir (bak¬n¬z:[12]).
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·Iyi bilinen

m�1X
h=0

ei2�
hk
m =

�
m if k � 0 (modm)
0 if k � 0 (modm)

ayr¬k ortogonallik ili̧skisini kullanarak veE�;� (z) fonksiyonunun (1.30) tan¬m¬n¬n-
dan

m�1X
h=0

E�;�

�
zei2�

h
m

�
= mE �

m
;� (z

m) ; (m � 1)

elde edilir. Burada � yerine m� ve z yerine z
1
m koyarsak

E�;� (z) =
1

m

m�1X
h=0

Em�;�

�
z
1
m ei2�

h
m

�
; (m � 1) (1.32)

elde ederiz.
Benzer şekilde,

E�;� (z) =
1

2m+ 1

mX
h=�m

E(2m+1)�;�

�
z

1
2m+1 ei2�

h
2m+1

�
; (m � 0) (1.33)

formülü
mX

h=�m

ei2�
hk

2m+1 =

�
2m+ 1 if k � 0 (mod 2m+ 1)
0 if k � 0 (mod 2m+ 1)

ili̧skisinden elde edilebilir.
Sonuç olarak, (1.31), (1.32) ve (1.33) formüllerinden aşa¼g¬daki Lemma

1.5�n¬n do¼gru oldu¼gu anlaş¬lmaktad¬r. Burada ayr¬nt¬lar¬geçiyoruz.

Lemma 1.5 Aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

� 1

� (s)

zZ
0

(z � �)s�1 e��d� = zsE1;s+1 (�z) (s > 0) ;

� 1

� (s)

zZ
0

(z � �)s�1 cosh (��) d� = zsE2;s+1
�
�z2
�
(s > 0) ;

� 1

� (s)

zZ
0

(z � �)s�1 sinh (��) d� = zs+1E2;s+2
�
�z2
�
(s > 0)

(bak¬n¬z:[12]).
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1.7 Laplace Dönüşümü

Bu k¬s¬mda birçok mühendislik probleminin modellendi¼gi başlang¬ç ve s¬n¬r
de¼ger problemlerinin çözümünde yararl¬bir dönüşüm olan Laplace dönüşümünü
inceleyece¼giz. Laplace dönüşümü, bir reel say¬ olan x serbest de¼gi̧skenine
ba¼gl¬bir F - fonksiyonuna yine bir reel say¬olan s parametresine ba¼gl¬bir
f - fonksiyonuna dönüştürür. Burada hemen ifade edelim ki, F - fonksiyonu
tek bir x- de¼gi̧skenine ba¼gl¬ bir fonksiyon oldu¼gu gibi birden fazla serbest
de¼gi̧skene ba¼gl¬bir fonksiyon da olabilir. F - fonksiyonun tek de¼gi̧skenli ol-
mas¬durumunda kaŗs¬laş¬lan başlang¬ç de¼ger problemi, Laplace dönüşümü
ile s parametresini içeren bir cebirsel probleme dönüşür.
Kabaca bu k¬s¬mda Laplace dönüşümü ve konvolüsyon ile ilgili genel bil-

giler verece¼giz.

Tan¬m 1.4 F : [0;1) ! C (x < 0 için F (x) = 0 kabul edilir. ) ve s 2 R
(veya C) için

1Z
0

e�sxF (x) dx = lim
r!1

rZ
0

e�sxF (x) dx

genelleştirilmiş integrali yak¬nsak olmak üzere,

f (s) =

1Z
0

e�sxF (x) dx (1.34)

şeklinde bir integral dönüşümü olarak tan¬mlanan f (s) fonksiyonuna F (x)
fonksiyonunun Laplace dönüşümü denir ve

LfF (x)g = f (s) =
1Z
0

e�sxF (x) dx

ile gösterilir. O halde Laplace dönüşümü, F (x) fonksiyonunu f (s) fonksiy-
onuna dönüştüren bir L operatörü olarak düşünülebilir.

Uyar¬1.2 (1.34) genelleştirilmiş integrali F (x)�in her durumu ve her s için
yak¬nsak olmaz. Bu integralin yak¬nsak olmas¬için F (x) üzerine baz¬k¬s¬tla-
malar getirilmelidir. F (x) üzerine getirilen bu k¬s¬tlamalara karş¬n integralin
yak¬nsak olmas¬için s de¼gerleri belirtilmelidir.

Örnek 1.23 F (x) = 1; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bulunuz.
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Çözüm 1.22

LfF (x)g = Lf1g =
1Z
0

e�sx1dx = lim
r!1

rZ
0

e�sxdx

= lim
r!1

�
�1
s
e�sx

�r
0

=
1

s
; s > 0

=) Lf1g = 1

s
; s > 0

bulunur.

Örnek 1.24 F (x) = x; 0 < x < 1 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü
bulunuz.

Çözüm 1.23

LfF (x)g = Lfxg =
1Z
0

e�sxxdx = lim
r!1

rZ
0

e�sxxdx

= lim
r!1

�
�e

�sx

s2
(sx+ 1)

�r
0

=
1

s2
; s > 0

=) Lfxg = 1

s2
; s > 0

elde edilir.

Örnek 1.25

F (x) =

8<:
0 ; 0 < x < 1
6 ; 1 < x < 2
0 ; x > 2

fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bulunuz.

Çözüm 1.24

LfF (x)g =

1Z
0

e�sxF (x) dx

=

2Z
1

e�sx6dx

=
6

s

�
e�s � e�2s

�
; s > 0

bulunur.
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Örnek 1.26 F (x) = eax; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bu-
lunuz.

Çözüm 1.25

LfF (x)g = Lfeaxg =
1Z
0

e�sxeaxdx = lim
r!1

rZ
0

e(a�s)xdx

= lim
r!1

�
e(a�s)x

a� s

�r
0

=
1

s� a; s > a

=) Lfeaxg = 1

s� a; s > a

olur.

Örnek 1.27

L
�
1

0!
� x

1!
+
x2

2!
� x

3

3!
+ � � �

�
Laplace dönüşümünü bulunuz.

Çözüm 1.26

L
�
1

0!
� x

1!
+
x2

2!
� x

3

3!
+ � � �

�
= L

�
e�x
	

=
1

s+ 1
; s > �1

bulunur.

Örnek 1.28 F (x) = cos ax; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bu-
lunuz.

Çözüm 1.27

LfF (x)g = Lfcos axg =
1Z
0

e�sx cos axdx = lim
r!1

rZ
0

e�sx cos axdx

= lim
r!1

�
� e�sx

s2 + a2
(�s cos ax+ a sin ax)

�r
0

=
s

s2 + a2
;8s > 0

=) Lfcos axg = s

s2 + a2
;8s > 0

dir.
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Örnek 1.29

L

8>>><>>>:
d
dx

sinxR
1

arcsinudu

x

9>>>=>>>;
Laplace dönüşümünü bulunuz.

Çözüm 1.28

L

8>>><>>>:
d
dx

sinxR
1

arcsinudu

x

9>>>=>>>; = L
�
(arcsin (sin x)) cos x� 0

x

�

= L
nx cosx

x

o
= Lfcos xg
=

s

s2 + 1
;8s > 0

dir.

Örnek 1.30 F (x) =
�
cos4 x� sin4 x

	
; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü

bulunuz.

Çözüm 1.29

L
�
cos4 x� sin4 x

	
= L

��
cos2 x� sin2 x

� �
cos2 x+ sin2 x

�	
= Lfcos 2xg
=

s

s2 + 4
;8s > 0

dir.

Örnek 1.31 F (x) = cosh ax; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü
bulunuz.
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Çözüm 1.30

LfF (x)g = Lfcosh axg = L
�
eax + e�ax

2

�
=

1Z
0

e�sx
�
eax + e�ax

2

�
dx

=
1

2

1Z
0

e�sxeaxdx+
1

2

1Z
0

e�sxe�axdx

=
1

2
Lfeaxg+ 1

2
L
�
e�ax

	
=

1

2

�
1

s� a +
1

s+ a

�
=

s

s2 � a2 ; s > jaj

=) Lfcosh axg = s

s2 � a2 ; s > jaj

dir.

Örnek 1.32 F (x) = sin ax; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü bu-
lunuz.

Çözüm 1.31

LfF (x)g = Lfsin axg =
1Z
0

e�sx sin axdx = lim
r!1

rZ
0

e�sx sin axdx

= lim
r!1

�
� e�sx

s2 + a2
(s sin ax+ a cos ax)

�r
0

=
a

s2 + a2
;8s > 0

=) Lfsin axg = a

s2 + a2
;8s > 0

dir.

Örnek 1.33 F (x) = sinh ax; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü
bulunuz.
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Çözüm 1.32

LfF (x)g = Lfsinh axg = L
�
eax � e�ax

2

�
=

1Z
0

e�sx
�
eax � e�ax

2

�
dx

=
1

2

1Z
0

e�sxeaxdx� 1
2

1Z
0

e�sxe�axdx

=
1

2
Lfeaxg � 1

2
L
�
e�ax

	
=

1

2

�
1

s� a �
1

s+ a

�
=

a

s2 � a2 ; s > jaj

=) Lfcosh axg = s

s2 � a2 ; s > jaj

dir.

Örnek 1.34 n > �1 olmak üzere,

Lfxng = n!

sn+1

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬gösteriniz.

Çözüm 1.33

Lfxng =

1Z
0

e�sxxndx =

1Z
0

eu
�
�u
s

�n�
�du
s

�

=
1

sn+1

1Z
0

euundu

=
� (n+ 1)

sn+1
=

n!

sn+1
; s > 0 (1.35)

olur. Örne¼gin, (1.35)�de n = �1
2
yaz¬l¬rsa, (1.3)�dan

L
n
x�

1
2

o
=
�
�
1
2

�
s
1
2

=

r
�

s
; s > 0
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elde edilir. Benzer şekilde, (1.35)�de n = 3
2
yaz¬l¬rsa, (1.8)�den

L
n
x
3
2

o
=

3
2
!

s
5
2

=
3
p
�
4

s
5
2

=
3
p
�

4s
5
2

; s > 0

bulunur.

Uyar¬1.3 Her fonksiyonun Laplace dönüşümü yoktur. Yani, bir fonksiy-
onun Laplace dönüşümünün olabimesi için
1: F : [0;1)! C, parçal¬sürekli bir fonksiyon
2: F : [0;1)! C, � üstel mertebeden bir fonksiyon
ise F fonksiyonunun bir Laplace dönüşümü vard¬r.

Laplace dönüşümünün varl¬k teoremini vermeden önce yukar¬daki kavram-
lar¬k¬saca hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 1.5 Bir F fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda;
1: lim

x!0+
F (x) = F (0+) mevcut

2: Her s¬n¬rl¬ (0; c) aral¬¼g¬nda 0 < j1 < � � � < jn < c şeklindeki sonlu
say¬da ji (i = 1; 2; : : : ; n) noktas¬nda s¬çrama süreksizli¼gine sahip ise F fonksiy-
onuna [0;1) aral¬¼g¬nda parçal¬süreklidir denir.
Örnek 1.35 Aşa¼g¬da verilen fonksiyonlar¬n her birinin verilen aral¬kta parçal¬
sürekli olup olmad¬klar¬n¬belirtiniz ve varsa s¬çrama süreksizlik noktalar¬n-
daki sa¼g ve sol limitlerini bulunuz.

a: F (x) =

�
2 ; 0 � x < 1
x2 ; 1 < x � 2

b: F (x) =

�
1� x ; 1 � x < 2
x
x�2 ; 2 < x � 3

Çözüm 1.34 a: x0 = 1 2 [0; 2] kritik nokta olmak üzere,
F
�
1+
�

= lim
�!0

F (1 + �) = lim
�!0

(1 + �)2 = 1;

F
�
1�
�

= lim
�!0

F (1� �) = lim
�!0

2 = 2

F
�
1+
�

6= F
�
1�
�
=) x0 = 1 s¬çrama süreksizlik noktas¬ve sonlu

=) F; [0; 2]�de parçal¬süreklidir.

b: x0 = 2 2 [1; 3] kritik nokta olmak üzere,

F
�
2+
�

= lim
�!0

F (2 + �) = lim
�!0

2 + �

2 + �� 2 =1;

F
�
2�
�

= lim
�!0

F (2� �) = lim
�!0

1� (2� �) = �1

=) F
�
2+
�
sonlu olmad¬¼g¬ndan x0 = 2 s¬çrama süreksizlik noktas¬de¼gil

=) F; [1; 3]�de parçal¬sürekli de¼gildir.
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Tan¬m 1.6 F : [0;1)! C ile tan¬mlanan F (x) fonksiyonu verilmiş olsun.
x0 � 0 olmak üzere her x > x0 say¬s¬için

e��x jF (x)j � C; x!1

veya
jF (x)j � Ce�x; x!1

olacak şekilde C > 0 ve � sabit say¬lar¬ varsa F (x) fonksiyonuna � üs-
tel mertebeden bir fonksiyon denir. Buna göre, F (x) fonksiyonunun � üstel
mertebeden bir fonksiyon olmas¬, x!1 için e��x jF (x)j çarp¬m¬n¬n s¬n¬rl¬
olmas¬anlam¬na gelir. Ayr¬ca, bu tan¬ma göre F (x) fonksiyonu � üstel mer-
tebeden bir fonksiyon ise

jF (x)j � Ce�x

� =) �Ce�x � F (x) � Ce�x

=) �Ce
�x

e�x
� F (x)

e�x
� Ce

�x

e�x

=) � C

e(���)x
� F (x)

e�x
� C

e(���)x

oldu¼gundan � � � > 0 olmak üzere

lim
x!1

� C

e(���)x
= lim

x!1

C

e(���)x
= 0

olur. Buradan da s¬k¬̧st¬rma teoreminden

lim
x!1

F (x)

e�x
= 0

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca F (x), � üstel mertebeden bir fonksiyon ise � > �
olmak üzere F (x) fonksiyonu � üstel mertebeden bir fonksiyondur.
Sonuç olarak,

F; üstel mertebeden bir fonksiyondur () lim
x!1

e��x jF (x)j = 0 mevcut ve sonlu

dir.
a: F (x) = e2x fonksiyonu � üstel mertebeden bir fonksiyondur. Gerçekten,

lim
x!1

e��xe2x = lim
x!1

e(2��)x = 0;

2 < � için mevcut oldu¼gundan F (x) fonksiyonuna � üstel mertebeden bir
fonksiyondur.
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b: F (x) = x2 fonksiyonu � üstel mertebeden bir fonksiyondur. Gerçekten,

lim
x!1

e��xx2 = lim
x!1

x2

e�x
= 0;

0 < � için mevcut oldu¼gundan F (x) fonksiyonuna � üstel mertebeden bir
fonksiyondur.
c: F (x) = e3x

4
fonksiyonu � üstel mertebeden bir fonksiyon de¼gildir.

Gerçekten,
lim
x!1

e��xe3x
4

= lim
x!1

ex
4(3� �

x3
) =1

olup F (x) fonksiyonuna � üstel mertebeden bir fonksiyon de¼gildir. Dolay¬s¬yla,
Laplace dönüşümü bulunamaz (daha fazla bilgi için bak¬n¬z:[13])

Lemma 1.6 F : [0;1) ! C ile tan¬mlanan F (x) fonksiyonu s¬n¬rl¬ ise bu
fonksiyon herhangi bir � � 0 say¬s¬için � üstel mertebeden bir fonksiyondur.

·Ispat. C = max
x�0

jF (x)j al¬n¬rsa F (x) s¬n¬rl¬olaca¼g¬ndan bir C > 0 say¬s¬

mevcut olur. 1 � eax oldu¼gundan x � 0 olmak üzere jF (x)j � Ce�x olmas¬
için gerekli şartlar sa¼glanm¬̧s olur. Dolay¬s¬yla, F (x) fonksiyonuna � üstel
mertebeden bir fonksiyondur.

Lemma 1.7 F;G : [0;1) ! C ile tan¬mlanan F (x) ve G (x) fonksiyonlar¬
s¬ras¬yla � ve � üstel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,
1: F +G, max f�; �g üstel mertebeden bir fonksiyon
2: F �G, �+ � üstel mertebeden bir fonksiyondur.

·Ispat. 1: F;G : [0;1) ! C ile tan¬mlanan F (x) ve G (x) fonksiyonlar¬

s¬ras¬yla � ve � üstel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

jF (x) +G (x)j � jF (x)j+ jG (x)j
� C1e

�x + C2e
�x

� max fC1; C2g
�
e�x + e�x

�
� 2max fC1; C2g emaxf�;�gx

olacak şekilde C1 > 0, C2 > 0 say¬lar¬ mevcuttur. Dolay¬s¬yla, F + G,
max f�; �g üstel mertebeden bir fonksiyondur.
2: F;G : [0;1)! C ile tan¬mlanan F (x) ve G (x) fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

� ve � üstel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

jF (x) �G (x)j � C1e
�xC2e

�x

= C1C2e
(�+�)x
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olacak şekildeC1 > 0, C2 > 0 say¬lar¬mevcuttur. Dolay¬s¬yla, F �G,max f�; �g
üstel mertebeden bir fonksiyondur.
Örne¼gin, F (x) = e5x sin 3x fonksiyonu için

e��x jF (x)j = e��x
��e5x sin 3x�� = e(5��)x jsin 3xj

� 1:e(5��)x = e(5��)x

oldu¼gundan � = 5 için e�5x jF (x)j çarp¬m¬ s¬n¬rl¬ oldu¼gundan, F (x) =
e5x sin 3x fonksiyonu üstel mertebeden bir fonksiyondur.
Şimdi Laplace dönüşümünün varl¬k teoremini vermeye haz¬r¬z.

Teorem 1.4 F : [0;1) ! C parçal¬ sürekli ve � üstel mertebeden bir
fonksiyon olsun. Her s > � için LfF (x)g (s) Laplace dönüşümü vard¬r.

·Ispat. F : [0;1) ! C parçal¬sürekli ve � üstel mertebeden bir fonksiyon
olsun. Amac¬m¬z ������

1Z
0

e�sxF (x) dx

������ <1
integralinin mutlak yak¬nsak, yani yak¬nsak oldu¼gunu göstermek olacakt¬r.
Bunun için, Laplace dönüşümününün tan¬m¬ndan������

1Z
0

e�sxF (x) dx

������ =

������ limr!1
rZ
0

e�sxF (x) dx

������
� lim

r!1

rZ
0

e�sx jF (x)j dx

=

x0Z
0

e�sx jF (x)j dx+ lim
r!1

rZ
x0

e�sx jF (x)j dx

�
x0Z
0

e�sx jF (x)j dx+ lim
r!1

rZ
x0

Ce�xe�sxdx; C > 0

=

x0Z
0

e�sx jF (x)j dx+ C lim
r!1

�
e(��s)r

�� s �
e(��s)x0

�� s

�

=

x0Z
0

jF (x)j e�sxdx+ Ce
(��s)x0

s� � <1; s > �
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oldu¼gundan
1Z
0

e�sxF (x) dx

integrali mutlak yak¬nsak dolay¬s¬yla yak¬nsakt¬r. Böylece, s > � için F (x)
fonksiyonunun Laplace dönüşümü vard¬r. Burada, s 2 C olursa R (s) > �
koşulu aranacakt¬r.

Uyar¬1.4 Teorem 1.4�ün ispat¬s¬ras¬nda görüldü¼gü gibi

1Z
0

e�sx jF (x)j dx <1

genelleştirilmiş integrali de yak¬unsakt¬r. Yani, Teorem 1.4�ün koşullar¬ al-
t¬nda, F (x) fonksiyonununa ilaveten jF (x)j fonksiyonunun da Laplace dönüşümü
vard¬r.

Uyar¬1.5 Teorem 1.4�ün koşullar¬Laplace dönüşümünün varl¬¼g¬için sadece
yeter koşullar¬ vermektedir. Fakat bu koşullar hiçbir şekilde gerek koşullar
oluşturmamaktad¬r ve bir fonksiyonun Laplace dönüşümü, daha ha�f şartlar
alt¬nda var olabilir. Örne¼gin, yukar¬da verdi¼gimiz F (x) = x�

1
2 fonksiyonunu

göz önüne alal¬m. Bu fonksiyon Teorem 1.4�ün parçal¬sürekli koşulunu sa¼gla-
mad¬¼g¬halde
(x! 0+ =) F (x)!1 =) F (x) : S¬çrama süreksizlik noktas¬na sahip de¼gil)

Laplace dönüşümü mevcuttur.

Teorem 1.4�ün koşullar¬ndan aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde edebiliriz:
1:

s!1 =) LfF (x)g (s)! 0

d¬r.
2: F : [0;1)! C fonksiyonu parçal¬sürekli oldu¼gundan

x0Z
0

��e�sxF (x)�� dx =

x0Z
0

e�sx jF (x)j dx

� C

s� �
�
1� e�(s��)x0

�
=)

x0Z
0

e�sxF (x) dx
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integrali mutlak yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla, LfF (x)g (s) dönüşümü mevcut
oldu¼gundan

1Z
x0

e�sxF (x) dx

integrali mutlak yak¬nsakt¬r.
3:

f (s) =

1Z
0

e�sxF (x) dx

integrali mutlak yak¬nsakt¬r. Gerçekten, Weierstrass M-testinden������
x0Z
0

e�sxF (x) dx�
1Z
0

e�sxF (x) dx

������ =

������
1Z
x0

e�sxF (x) dx

������
�

1Z
x0

e�sx jF (x)j dx

=
C

s� �e
�(s��)x0 ! 0; x0 !1

oldu¼gundan s� � > 0 için f (s) integrali düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 1.5 F1 (x) ve F2 (x) [0;1) aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli ve s¬ras¬yla �1
ve �2 üstel mertebeden iki fonksiyon olsun. Bu durumda, C1 ve C2 sabitleri
için

LfC1F1 (x) + C2F2 (x)g = C1LfF1 (x)g+ C2LfF2 (x)g
= C1f (s) + C2g (s)

dir.

·Ispat. F1 (x) ve F2 (x) [0;1) aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli oldu¼gundanC1F1 (x)+
C2F2 (x) fonksiyonu da parçal¬süreklidir. x0 = x1 + x2, � = max f�1; �2g ve
C = jC1jC1;1 + jC2jC2;2 olsun. Buna göre, 8x > x0 için

jC1F1 (x) + C2F2 (x)j � jC1j jF1 (x)j+ jC2j jF2 (x)j
� jC1jC1;1ee1x + jC2jC2;2ee2x

� Ce�x
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oldu¼gundan C1F1 (x)+C2F2 (x) fonksiyonu � üstel mertebeden bir fonksiyon-
dur. Sonuç olarak,

LfC1F1 (x) + C2F2 (x)g =

1Z
0

e�sx [C1F1 (x) + C2F2 (x)] dx

= C1

1Z
0

e�sxF1 (x) dx+ C2

1Z
0

e�sxF2 (x) dx

= C1f (s) + C2g (s)

=) Laplace dönüşümü lineerdir.

Örnek 1.36 F (x) = 5x3 � 6x2 + 7 fonksiyonunun Laplace dönüşümünü
bulunuz.

Çözüm 1.35 Laplace dönüşümünün lineerlik özelli¼ginden

LfF (x)g = L
�
5x3 � 6x2 + 7

	
= 5L

�
x3
	
� 6L

�
x3
	
+ 7Lf1g

=
30

s4
� 12
s3
+
7

s

elde edilir.

Yukar¬daki Örnek 1.31 ve Örnek 1.32�yi Laplace dönüşümünün lineerlik
özelli¼gini kullanarak da rahatl¬kla çözebiliriz. Biz burda ayr¬nt¬lar¬geçiyoruz.
Şimdi Laplace dönüşümünün birinci öteleme(kayd¬rma) özelli¼gini verelim.

Teorem 1.6

LfF (x)g = f (s) =) LfeaxF (x)g = f (s� a)

dir.

·Ispat. Laplace dönüşümünün tan¬m¬ndan

LfeaxF (x)g =
1Z
0

e�sxeaxF (x) dx =

1Z
0

e�(s�a)xF (x) dx = f (s� a)

olur.
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Örnek 1.37 Lfe4xx4g =?

Çözüm 1.36

L
�
x4
	
=
24

s5
=) L

�
e4xx4

	
=

24

(s� 4)5
�

Örnek 1.38 Lfe�3x sin 5xg =?

Çözüm 1.37

Lfsin 5xg = 5

s2 + 25
=) L

�
e�3x sin 5x

	
=

5

(s+ 3)2 + 25
�

Uyar¬1.6 Laplace dönüşümü lineer olmas¬na ra¼gmen iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n
Laplace dönüşümü, Laplace dönüşümlerinin çarp¬m¬na eşit de¼gildir. Yani,

LfF1 (x) � F2 (x)g 6= LfF1 (x)g � L fF2 (x)g

dir. Örne¼gin, Lfe4xxg = 1
(s�4)5 , Lfxg =

1
s2
, Lfe4xg = 1

s�4 olmak üzere

L
�
e4xx

	
6= LfxgL

�
e4x
	

dir.

Şimdi Laplace dönüşümünün ikinci öteleme(kayd¬rma) özelli¼gini verelim.

Teorem 1.7 LfF1 (x)g = f (s) ve F2 (x) =
�
F1 (x� a) ; x > a

0 ; x < a
olmak

üzere

LfF2 (x)g = e�asf (s)

dir.
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·Ispat.

LfF2 (x)g =

1Z
0

e�sxF2 (x) dx

=

aZ
0

e�sxF2 (x) dx+

1Z
a

e�sxF2 (x) dx

=

aZ
0

e�sx � 0dx+
1Z
a

e�sxF2 (x) dx

=

1Z
a

e�sxF1 (x� a) dx

=

1Z
0

e�s(a+u)F1 (u) du

= e�asf (s) :

Örnek 1.39 G (x) =
�
sin (x� �) ; x > �

0 ; x < �
ise LfG (x)g =?

Çözüm 1.38

Lfsin xg = 1

s2 + 1
=) LfG (x)g = e��s

s2 + 1

olur.

Şimdi de Laplace dönüşümünün skala (ölçek) de¼gi̧stirme özelli¼gini verelim.

Teorem 1.8

LfF (x)g = f (s) =) LfF (ax)g = 1

a
f
�s
a

�
; a > 0

dir.
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·Ispat.

LfF (ax)g =

1Z
0

e�sxF (ax) dx

=
1

a

1Z
0

e�
s
a
uF (u) du

=
1

a
f
�s
a

�
; a > 0

olur.
Örne¼gin, Lfe5xg�i yukar¬daki teorem yard¬m¬yla elde edelim. Gerçekten,

Lfexg =
1

s� 1 = f (s) =) L
�
e5x
	
=
1

5

1�
s
5
� 1
� = 1

5
f
�s
5

�
=) L

�
e5x
	
=

1

s� 5

olur.

Uyar¬1.7 F (x) ; x > 0 fonksiyonunun Laplace dönüşümü tektir. Yani, F1
ve F2 Laplace dönüşümleri olan iki fonksiyon iseler ise tan¬m gere¼gi

LfF1g = LfF2g =) F1 = F2

dir.

Aşa¼g¬daki formüller bize yüksek mertebeden türevlerin Laplace dönüşümünü
vermektedir. Gerçekten,

LfF 0 (x)g =

1Z
0

e�sxF 0 (x) dx = lim
r!1

rZ
0

e�sxF 0 (x) dx

= lim
r!1

24�F (x) e�sx�r
0
+ s

rZ
0

e�sxF (x) dx

35
= �F (0) + sLfF (x)g = sLfF (x)g � F (0) (1.36)

bulunur. Burada, s > 0 iken x!1 için e�sxF (x)! 0 olmal¬d¬r.
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Ayr¬ca, (1.36) formülünü F 00 fonksiyonu için uygularsak ve benzer olarak
di¼ger türev fonksiyonlar¬için de uygulan¬rsa

LfF 00 (x)g = s2LfF (x)g � [F 0 (0) + sF (0)]
LfF 000 (x)g = s3LfF (x)g �

�
F 00 (0) + sF 0 (0) + s2F (0)

�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

L fF 000 (x)g = snLfF (x)g �
�
F (n�1) (0) + sF (n�2) (0) + � � �+ sn�1F (0)

�
= snLfF (x)g �

n�1X
k=0

sn�k�1
�
F (k) (x)

�
k=0

; n 2 Z

formülleri bulunur.
Örne¼gin, F (x) = cosx olsun. Bu durumda Lfcos xg = s

s2+1
ve (cosx)00 =

� cosx olup

L
�
(cosx)00

	
= Lf� cosxg

= s2
s

s2 + 1
� sin 0� s cos 0

= � s

s2 + 1

elde edilir.

Teorem 1.9

LfF (x)g = f (s) =) LfxnF (x)g = (�1)n d
n

dsn
[f (s)]

dir.

·Ispat. (1.34) denkleminin n defa s ye göre türevini al¬rsak

f 0 (s) = (�1)1
1Z
0

e�sxxF (x) dx = LfxF (x)g

=) LfxF (x)g = (�1)1 f 0 (s)

f 00 (s) = (�1)2
1Z
0

e�sxx2F (x) dx = L
�
x2F (x)

	
=) L

�
x2F (x)

	
= (�1)2 f 00 (s)

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

f (n) (s) = (�1)n
1Z
0

e�sxxnF (x) dx = LfxnF (x)g

=) LfxnF (x)g = (�1)n f (n) (s)
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bulunur. Böylece, istenen sonuç elde edilmi̧s olur.
Örne¼gin, F (x) = e5x olsun. Bu durumda Lfe5xg = 1

s�5 olup

L
�
x3e5x

	
= (�1)3 d

3

ds3

�
1

s� 5

�
=

6

(s� 5)4

olur.

Örnek 1.40

LfF (x)g = f (s) =) LfuxF (x)g = f (s� lnu) ; u > 0

dir. Gösteriniz.

Çözüm 1.39

LfuxF (x)g =

1Z
0

e�sxuxF (x) dx

=

1Z
0

e�sxex lnuF (x) dx

=

1Z
0

e�x(s�lnu)F (x) dx

= f (s� lnu) ; u > 0

bulunur.

Şimdi de periyodik fonksiyonlar¬n Laplace dönüşümünü verelim.

Teorem 1.10 F (x) fonksiyonu periyodik ve periyodu P olsun. Yani, F (x)�nin
tan¬ml¬oldu¼gu aral¬k üzerinde yer alan her x için

F (x+ P ) = F (x) ; P > 0

ba¼g¬nt¬s¬gerçeklensin. Bu durumda,

LfF (x)g =

PR
0

e�sxF (x) dx

1� e�sP

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat.

LfF (x)g =

1Z
0

e�sxF (x) dx

=

PZ
0

e�sxF (x) dx+

2PZ
P

e�sxF (x) dx+

3PZ
2P

e�sxF (x) dx+ � � �

=

PZ
0

e�sxF (x) dx+

2PZ
P

e�sxF (x) dx

| {z }
x!y+P

+

3PZ
2P

e�sxF (x) dx

| {z }
x!y+2P

+ � � �

=

PZ
0

e�sxF (x) dx+

PZ
0

e�s(y+P )F (y + P ) dy

+

PZ
0

e�s(y+2P )F (y + 2P ) dy + � � �

=

PZ
0

e�sxF (x) dx+ e�sP
PZ
0

e�syF (y) dy

+e�2sP
PZ
0

e�syF (y) dy + � � �

=

PZ
0

e�sxF (x) dx
�
1 + e�sP + e�2sP ++ � � �

�| {z }
1

1�e�sP

;
��e�sP �� < 1

=

PR
0

e�sxF (x) dx

1� e�sP

elde edilir.
Örne¼gin,

H (x) =

�
sin x ; 0 < x < �
0 ; � < x < 2�

ve

H (x+ 2�) = H (x)
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olsun. Bu durumda,

LfH (x)g =

2�R
0

e�sx sin xdx

1� e�2�s

=

h
e�sx(�s sinx�cosx)

s2+1

i�
0

1� e�2�s

=
1

(1� e��s) (s2 + 1)

bulunur.
Aşa¼g¬daki teorem bir fonksiyonunun integralinin Laplace dönüşümünü

vermektedir.

Teorem 1.11

LfF (x)g = f (s) =) L

8<:
xZ
0

F (u) du

9=; =
f (s)

s

dir.

·Ispat. Öncelikle verilen bir F (x) fonksiyonunun integrali

G (x) =

xZ
0

F (u) du

ile tan¬mlans¬n. Bu durumda,

G0 (x) = F (x)

ve
G (0) = 0

d¬r. Buradan (1.36) uyar¬nca

LfG0 (x)g = sLfG (x)g �G (0)

=) LfF (x)g = sL

8<:
xZ
0

F (u) du

9=;
=) L

8<:
xZ
0

F (u) du

9=; =
f (s)

s
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olur.
Örne¼gin,

F (x) = e�3x =) f (s) =
1

s+ 3

L

8<:
xZ
0

e�3udu

9=; =
1

3
L
�
1� e�3x

	
=

1

3

�
1

s
� 1

s+ 3

�
=

1

s (s+ 3)

=
Lfe�3xg

s

olur.
Buraya kadar hep x > 0 için bir F fonksiyonunun Laplace dönüşümünü

bulmaya çal¬̧st¬k. Şimdi bu problemin tersini düşünelim. Fonksiyonunun Laplace
dönüşümü f (s) belli olsun ve bu dönüşüme uyan F fonksiyonunu bulmaya
çal¬̧sal¬m. Yani,

LfF (x)g = f (s) =) L�1 ff (s)g = F (x)

olup L�1 ff (s)g�ye f (s) fonksiyonunun ters Laplace dönüşümü denir.
Aşa¼g¬daki teorem bir f (s) fonksiyonunun ters Laplace dönüşümünün tek-

li¼gini garanti eder.

Teorem 1.12 F1 (x) ve F2 (x), [0;1) aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve � üstel mer-
tebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

LfF1 (x)g = LfF2 (x)g =) F1 (x) = F2 (x)

dir.

1: Ters Laplace dönüşümü lineerdir. Gerçekten,

LfC1F1 (x) + C2F2 (x)g = C1f1 (s) + C2f2 (s) =)
L�1 fC1f1 (s) + C2f2 (s)g = C1F1 (x) + C2F2 (x)

= C1L�1 ff1 (s)g+ C2L�1 ff2 (s)g

olur.
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Örne¼gin,

L�1
�
10

s� 1 � 9
s

s2 + 16

�
= 10L�1

�
1

s� 1

�
� 9L�1

�
s

s2 + 16

�
= 10ex � 9 cos 4x

bulunur.
2: Ters Laplace dönüşümünün skala (ölçek) de¼gi̧stirme özelli¼gi vard¬r.

Gerçekten,

LfF (x)g = f (s) =)

L
n
F
�x
a

�o
=

1Z
0

e�sxF
�x
a

�
dx; a > 0

= a

1Z
0

e�asuF (u) du

= a

1Z
0

e�astF (t) dt

= af (as)

=) L�1 ff (as)g = 1

a
F
�x
a

�
olur.
3: Ters Laplace dönüşümünün birinci öteleme(kayd¬rma) özelli¼gi vard¬r.

Gerçekten, Laplace dönüşümünün birinci öteleme(kayd¬rma) özelli¼ginden

LfeaxF (x)g = f (s� a) =)
L�1 ff (s� a)g = eaxF (x) = eaxL�1 ff (s)g

elde edilir.
Örne¼gin,

L�1
�

s

s2 + 9

�
= cos 3x =)

L�1
�

s

s2 � 2s+ 10

�
= L�1

�
s� 1

(s� 1)2 + 9

�
+ L�1

�
1

(s� 1)2 + 9

�
= ex cos 3x+

1

3
ex sin 3x

olur.
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4: Ters Laplace dönüşümünün ikinci öteleme(kayd¬rma) özelli¼gi vard¬r.
Gerçekten,

L�1 ff (s)g = F (x) =)

L�1
�
e�asf (s)

	
=

�
F (x� a) ; x > a

0 ; x < a

dir.
Örne¼gin,

L�1
�

4

s2 + 16

�
= sin 4x =)

L�1
�
4e�5s

s2 + 16

�
=

�
sin 4 (x� 5) ; x > 5

0 ; x < 5

olur.
5: Ters Laplace dönüşümünün türevi aşa¼g¬daki gibidir:

L�1 ff (s)g = F (x) =)

L�1
�
dn

dsn
[f (s)]

�
= (�1)n xnF (x) :

Örne¼gin,

f (s) = ln

�
1 +

1

s� 1

�
olmak üzere,

L�1
�
ln

�
1 +

1

s� 1

��
= F (x)

olsun. Bu durumda,

�xF (x) = L�1
�
d

ds

�
ln

�
1 +

1

s� 1

���
= �L�1

�
1

s
� 1

s� 1

�
= � (1� ex)

=) L�1
�

1

s (s� 1)

�
=
1� ex
x

elde edilir.
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6: Ters Laplace dönüşümünün integralii aşa¼g¬daki gibidir:

L�1 ff (s)g = F (x) =)

L�1
�
f (s)

s

�
=

xZ
0

F (u) du:

Örne¼gin,

L�1
�

1

s2 + 4

�
=

1

2
sin 2x =)

L�1
�

1

s (s2 + 4)

�
=

xZ
0

1

2
sin 2udu

=
1

4
(1� cos 2x)

olur.
Son olarak konvolüsyon kavram¬n¬ve özelliklerini verip bu bölümü tamam-

layal¬m.

Tan¬m 1.7 F (x) ve G (x) fonksiyonlar¬her bir sonlu [a; b] aral¬¼g¬nda parçal¬
sürekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

(F �G) (x) =
xZ
0

F (�)G (x� �) d�

ile tan¬mlanan (F �G) (x) fonksiyonuna F (x) ile G (x) fonksiyonlar¬n¬n kon-
volüsyonu ad¬verilir.

Örne¼gin, sin x ile cosx fonksiyonlar¬n¬n konvolüsyonu

(sinx) � (cosx) =

xZ
0

sin � cos (x� �) d�

=

xZ
0

sin � (cosx cos � + sinx sin �) d�

= cosx

xZ
0

sin � cos �d� + sinx

xZ
0

sin2 �d�

=
x sin x

2

olur.
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Örnek 1.41

8z; ! � 0; F (x) = xz; G (�) = x! =) (F �G) (x) =?

Çözüm 1.40

(F �G) (x) = xz � x!

=

xZ
0

�z (x� �)! d�; � = x�

= xz+!+1
1Z
0

�z (1� �)! d�

= xz+!+1� (z + 1; ! + 1)

= xz+!+1
� (z + 1)� (! + 1)

� (z + ! + 2)

olur.

Konvolüsyon i̧slemi aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.
1: Konvolüsyon i̧sleminin de¼gi̧sme özelli¼gi vard¬r. Gerçekten, konvolüsyon

tan¬m¬ndan

(F �G) (x) =

xZ
0

F (�)G (x� �) d�; x� � = u

= �
0Z
x

F (x� u)G (u) du

=

xZ
o

G (u)F (x� u) du

= (G � F ) (x)

elde edilir.
2: Konvolüsyon i̧sleminin birleşme özelli¼gi vard¬r. Gerçekten, konvolüsyon
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tan¬m¬ndan

(F � (G �H)) (x) =

xZ
0

F (�) (G �H) (x� �) d�

=

xZ
0

F (�)

24 x��Z
0

G (�)H (x� � � �) d�

35 d�; � + � = �
=

xZ
0

F (�)

24 xZ
�

G (� � �)H (x� �) d�

35 d�
=

xZ
0

24 xZ
�

F (�)G (� � �)H (x� �) d�

35 d�;
D = f(�; �) : � � � � x; 0 � � � xg

=

xZ
0

24 �Z
0

F (�)G (� � �)H (x� �) d�

35 d�
=

xZ
0

24 �Z
0

F (�)G (� � �) d�

35H (x� �) d�
=

xZ
0

(F �G) (�)H (x� �) d�

= ((F �G) �H) (x)

bulunur.
3: Konvolüsyon i̧sleminin toplama i̧slemi üzerine da¼g¬lma özelli¼gi vard¬r.

Gerçekten, a; b 2 R olmak üzere konvolüsyon tan¬m¬uyar¬nca

(F � (aG � bH)) (x) =

xZ
0

F (�) (aG � bH) (x� �) d�

= a

xZ
0

F (�)G (x� �) d� + b
xZ
0

F (�)H (x� �) d�

= a (F �G) (x) + b (F �H) (x)
= (a (F �G) + b (F �H)) (x)

elde edilir.
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4: c 2 R olmak üzere,

c (F �G) (x) = (cF �G) (x) = (F � cG) (x)

dir. Bu özellik tan¬mdan aç¬kt¬r.
Aşa¼g¬daki konvolüsyon teoremi Laplace dönüşümünde yayg¬n olarak kul-

lan¬lmaktad¬r.

Teorem 1.13 F1 (x) ve F2 (x), [0;1) aral¬¼g¬üzerinde parçal¬sürekli ve üstel
mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

Lf(F1 � F2) (x)g = L

8<:
xZ
0

F1 (�)F2 (x� �) d�

9=;
= LfF1 (x)gL fF2 (x)g
= f1 (s) f2 (s)

dir. Yani, iki fonksiyonunun konvolüsyonunun Laplace dönüşümü, her birininin
Laplace dönüşümünün çarp¬m¬na eşittir.

·Ispat. Öncelikle F1 �F2 fonksiyonunun Laplace dönüşümüne sahip oldu¼gunu
gösterelim. Bunun için, F1 (x) ve F2 (x), [0;1) aral¬¼g¬üzerinde parçal¬sürekli
olduklar¬ndan integral hesab¬n temel teoremi gere¼gince F1 � F2 fonksiyonu
da parçal¬ süreklidir. Di¼ger taraftan, x0 = x1 + x2, �1; �2 sabit say¬lar ve
C = C1C2 olsun. Buna göre,

j(F1 � F2) (x)j =

������
xZ
0

F1 (�)F2 (x� �) d�

������
�

xZ
0

jF1 (�)j jF2 (x� �)j d�

� C1C2

xZ
0

e�1�e�2(x��)d�

� C1C2

xZ
0

e(�1��2)�e�2xd�

=

�
Cxe�2x ; �1 = �2
C e�1x�e�2x

�1��2 ; �1 6= �2

olaca¼g¬ndan her iki durumda da F1 � F2 fonksiyonu üstel mertebedendir.
Dolay¬s¬yla, F1 � F2 fonksiyonunun Laplace dönüşümü mevcuttur.



1.7. LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ 73

Ayr¬ca, Laplace dönüşümünün tan¬m¬ndan

Lf(F1 � F2) (x)g =

1Z
0

e�sx

24 xZ
0

F1 (�)F2 (x� �) d�

35 dx
=

1Z
0

24 xZ
0

e�sxF1 (�)F2 (x� �) d�

35 dx; x� � = u; � = v
D1 = f(x; �) : 0 � x; 0 � � � xg =) D2 = f(u; v) : 0 � u; 0 � vg

=

1Z
0

24 1Z
0

e�suF2 (u) du

35 e�svF1 (v) dv
=

1Z
0

e�svF1 (v) dv

1Z
0

e�suF2 (u) du

= LfF1 (x)gL fF2 (x)g

olur.

Uyar¬1.8

Lf(F1 � F2) (x)g = f1 (s) f2 (s) ()

L�1 ff1 (s) f2 (s)g = (F1 � F2) (x) =
xZ
0

F (�)G (x� �) d�

dir.

Örnek 1.42

L�1
�

s

(s2 + 1)2

�
=?

Çözüm 1.41

L�1
�

s

(s2 + 1)2

�
= L�1

�
1

s2 + 1
� s

s2 + 1

�
;

L�1
�

1

s2 + 1

�
= sinx;L�1

�
s

s2 + 1

�
= cos x

=) L�1
�

s

(s2 + 1)2

�
=

xZ
0

sin � cos (x� �) d� = x sin x

2

olur.
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Örnek 1.43

L�1
�

1

s2 (s� 5)

�
=?

Çözüm 1.42

L�1
�

1

s2 (s� 5)

�
= L�1

�
1

s2
� 1

s� 5

�
;

L�1
�
1

s2

�
= x;L�1

�
1

s� 5

�
= e5x

=) L�1
�

1

s2 (s� 5)

�
=

xZ
0

�e5(x��)d� =
(e5x � 5x� 1)

25

elde edilir.

Örnek 1.44

L�1
�

1p
s (s� 1)

�
=?

Çözüm 1.43

L�1
�

1p
s (s� 1)

�
= L�1

�
1p
s
� 1

s� 1

�
;

L�1
�
1p
s

�
=

1p
�x
;L�1

�
1

s� 1

�
= ex

=)

L�1
�

1p
s (s� 1)

�
=

xZ
0

1

2
p
�
2e(x��)d�; u =

p
�

=
2exp
�

p
xZ

0

e�u
2

du

= ex erf
�p
x
�

bulunur.

Örnek 1.45 Aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar¬n do¼gru oldu¼gunu gösteriniz:
1:

L�1
�
f (s)

s2

�
=

xZ
0

uZ
0

F (v) dvdu;
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2:
xZ
0

uZ
0

F (v) dvdu =

xZ
0

(x� v)F (v) dv:

Çözüm 1.44 1:

G (x) =

xZ
0

uZ
0

F (v) dvdu =

xZ
0

24 uZ
0

F (v) dv

35 du
olsun. Burada her iki taraf¬n türevini al¬rsak,

G0 (x) =

xZ
0

F (v) dv; G00 (x) = F (x)

olur. Sonra, G (0) = G0 (0) = 0 oldu¼gunu da dikkate al¬p her iki taraf¬n
Laplace dönüşümünü al¬rsak

LfG00 (x)g = LfF (x)g
=) s2g (s)� sG (0)�G0 (0) = f (s)
=) s2g (s) = f (s)

=) g (s) =
f (s)

s2

=) G (x) = L�1 fg (s)g = L�1
�
f (s)

s2

�
=

xZ
0

uZ
0

F (v) dvdu

bulunur.
Ayr¬ca, yukar¬daki bu durum

xZ
0

xZ
0

� � �
xZ
0

F (x) dx : : : dxdx = L�1
�
f (s)

sn

�
şeklinde de genişletilebilir. Biz burada ayr¬nt¬lar¬geçiyoruz.
2: Önce konvolüsyon teoremini, sonra yukar¬da elde etti¼gimiz ba¼g¬nt¬y¬

kullan¬rsak

L

8<:
xZ
0

(x� v)F (v) dv

9=; = LfxgL fF (x)g = f (s)

s2

=)
xZ
0

(x� v)F (v) dv = L�1
�
f (s)

s2

�
=

xZ
0

uZ
0

F (v) dvdu
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olur. Ayr¬ca, yukar¬daki bu durum

xZ
0

xZ
0

� � �
xZ
0

F (x) dx : : : dxdx =

xZ
0

(x� v)n�1

(n� 1)! F (v) dv

şeklinde de genişletilebilir. Biz burada ayr¬nt¬lar¬geçiyoruz.

Uyar¬1.9 Laplace dönüşümü ile ilgili daha fazla bilgi ve uygulama için bak¬n¬z:[13],[14],[15].
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