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On Soz

Matematiksel analizden fiziksel modellere, miithendislik uygulamalarindan istatiksel yontemlere kadar pek
ok alanda kargilagilan problemlerin ¢6ziimii, ¢ogu zaman klasik fonksiyonlarin sinirlarini agan daha geligmis
araglara ihtiya¢ duyar. Ozel fonksiyonlar olarak adlandirilan bu fonksiyonlar; Gamma, Beta ve Mittag-Leffler
fonksiyonlar1 gibi zengin bir yapiy1 i¢eren, hem teorik hem de uygulamali matematigin temel yap: taglar
haline gelmis yapilardir.

Bu galigma, 6zel fonksiyonlarin dogusunu, temel ozelliklerini, analitik davraniglarini ve uygulamalarini
sistemli bir bigimde ele almayr amaglamaktadir. Amag yalnizca bu fonksiyonlarin tanimlarini vermek degil;
ayni zamanda ortaya giktiklari diferansiyel denklemleri, tasidiklart simetrileri, serisel ¢oziimlerini ve integral
temsillerini ayrintili bicimde inceleyerek okuyucuya biitiinciil bir bakig agis1 sunmaktir.

Ozel fonksiyonlarin tarihsel geligimi, matematiksel diisiincenin evrimi ile paralellik gésterir. Bu fonksiyonlar,
ilk olarak fiziksel sistemlerin modellenmesi sirasinda ortaya ¢ikmig; daha sonra soyut matematiksel yapilar
ile iligkilendirilmis ve giiniimiizde sayisal analiz, kesirli analiz, kuantum mekanigi, olasilik teorisi ve sinyal
isleme gibi pek ¢ok alanda vazgegilmez hale gelmistir. Dolayisiyla, bu ¢aligmanin hedefi, hem teorik altyapiy:
giiglendirmek isteyen 6grencilere hem de uygulamalarinda 6zel fonksiyonlardan yararlanan aragtirmacilara
giivenilir bir kaynak sunmaktir.

Bu eserin ortaya ¢ikmasinda katki saglayan tiim hocalarima, meslektaglarima ve bana ilham veren bilim
insanlarina tegekkiir ederim. Matematigin derinliklerini anlamaya ¢alisan herkes i¢in bu galiymanin faydal bir
rehber olmasini diliyorum.

Prof. Dr. Ferit GURBUZ

Karklareli Universitesi
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Ithaf

Bu kitabi, yagamimin en biiyiik dayanagi olan iki degerli insana adiyorum...

Bir hastaligin sessiz golgesinde aramizdan ayrilan sevgili babama; bana dogrulugu, sabri ve onurun ne
oldugunu 6greten, varhigiyla her zaman yolumu aydinlatan insan...

Ve bir trafik kazasinin acimasizhi@iyla bizden koparilan kiymetli abime; gocuklugumun kahramanina,
dostlugun ve kardesligin en sicak halini bana yagatan ruha...

Her satirda sizin iziniz, her adimda 6grettikleriniz var.
Bu eser, kalbimde tagidigim 6zlemin ve minnetin sessiz bir armaganidir.

Ruhunuz sad olsun...
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OZEL FONKSIYONLAR

Matematiksel fizikte ve matematigin farkliboliimlerinde belirli bir kullanimi
olan herhangi bir fonksiyona 6zel fonksiyon denir. Bu, fizik¢ilerin ve matem-
atikcilerin matematiksel fizigin temel diferansiyel denklemlerinden ¢ikis yolu
aradig1 18. yiizyila kadar uzanan dikkat cekici bir tarihsel alandir. Alanin
muazzam bir sekilde gelistigi zamandan beri, giiniimiizde bircok matem-
atikci bu alana énemli katkilarda bulunmaktadir. Ozel fonksiyonlarm, kismi
diferansiyel denklemler ve kesirli diferansiyel denklemler tarafindan yonetilen
baglangi¢c ve sinir degerlendirme problemlerinin agikliga kavusturulmasi igin
cok uygun oldugu bulunmustur. Ozel fonksiyonlarin matematigin diger alan-
larinda da kapsamli uygulamalari vardir ve 6zel fonksiyonlara iligkin yeni
algilar siklikla bu etkilerden ilham alir. Son zamanlarda c¢ok sayida ozel
fonksiyon tanimlanmistir. Ozel fonksiyonlar kesirli analizde cok 6nemli ve
dikkat cekici bir rol oynar. Bu boliimde Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu
ve Mittag-Leffl er fonksiyonu gibi ¢zel fonksiyonlar: inceliyoruz. Bu fonksiy-
onlar, keyfi mertebeden diferansiyelleme kavraminda ve kesirli diferansiyel
denklemlerin felsefesinde énemli bir yer tutar.

1.1 Gamma Fonksiyonu:

Bir dogal sayiolan n nin faktoriyeli, n den kiiciik ve ona esit tiim dogal

sayilarin ¢arpimudir, yani n! = n(n—1)...1 dir. Bunu I' : N — R fonksiy-
onu olarak yazabiliriz. Buna faktoriyel fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonu,

1729 yilinda Euler tarafindan faktoriyelin etki alanini reel sayilar kiimesine
genigletme girisimiyle ortaya atildi. Euler, Gamma fonksiyonunun sonraki
bigimlerini asagidaki gibi sundu.

1. Carpim Tanima:
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P(x+1)=H—(1+T£ :
r=1 T

2. Integral Tanim:

1
Mz+1)= /(—bgt)””dt, x> 0.
0
19. yiizyilda Gauss, Euler'in ¢arpim tanimini, limit iglemiyle fonksiyon seri-
lerini kullanarak asagidaki gibi karmagik sayilara genisletti.

z+1

rir
P(z41) = li
)=l ey e

burada z € C\ {0, —1,-2,...}.
Ote yandan Legendre [1], integral tammimim etki alanim asagidaki gibi
karmagik sayilara genigletti.

o0

F(z+1) = /tze_tdt, R(z) > 0.

0

Bu da

[(z)= [ et tdt, R(z) >0 (1.1)

o"\g

demektir. Bu integral, siklikla Euler integrali olarak da adlandirihir. z iiz-
erindeki kisitlama, integralin ¢ = 0 da iraksamasini 6nlemek icin gereklidir.
Gama fonksiyonu fiziksel problemlerde ortaya c¢iktiginda, genellikle bu for-
mda veya

I'(z2) = 2/e_t2t22_1dt, R(z)>0
0

I(z) = /1 [m (%)rldt, R(z) >0 (1.2)

gibi bir varyasyonda olur.
Ornegin, Euler integrali faktoriyelleri interpole eder. Yani, r > 0 olmak
iizere z = r + 1 pozitif tam say1 argiimani i¢in Euler integrali, faktoriyelleri

veya
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verir. Kismi integrasyonu durmadan kullanarak

[e.e]

L(r+1) = /e_ttTdt: (—t"e™) / e 't tdt
0

0
00

= T/ettrldt

0

= r| (=t +(r— 1)/e—tt’”—2dt
0

= r—l/_tt’"_zdt:---:r!
0

i buluruz. Ciinkii [ e *dt = 1 dir. Dolayisiyla, Euler integrali faktoriyelleri
0

de interpole eder.

z = I oldugunda, (1.2) Gauss error integralini igerir ve ilging bir sonug

2
olan

T (%) —Jr (1.3)

ye ulagiriz. Gergekten, I’ (%) degeri,

(@ e

= 4 / e pdpd(p
=0

»=0p

_ 2\
= <—7rep> =T
0

integrallerinin ¢arpiminda diizlemsel kutupsal koordinatlar (z2+y? = p*dady =
pdpdyp) tamtarak z = 3 i¢in (1.2) nin karesinden dogrudan tiiretilebilir.
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Ayrica, Vr > 0 icin parga parga integral aldigimizda

Lir+1) = /mre_xdx

= r/x’"_le_xdx
0
r[ (r)

olur ve bu sonucu kullanarak n = 1,2, ... i¢in

T(n+1) = nll(1)

o
= n‘/exda:
0

= nl
oldugunu goriiyoruz.

Uyar1 1.1 Gamma fonksiyonunun adi ve I' gosterimi, 1814 ylinda Legendre
[1] tarafindan ortaya atilmagtr.

Bu boliimde ve bagka yerlerde z reel veya karmagik olabilir. Ayrica,

1.-2.3...
I'(z+1) = lim T rett
r—oo (142)(242)...(r+2z+1)
. rz 1-2-3---r .
= lim . r
rooor+z4+1 z(142)(24+2)...(r+2)
= 2I'(») (1.4)
elde edilir. Burada,
1.2.3...
T (z) = lim ! ¥, 2 £0,-1,-2,-3,...  (L5)

r—ooz(1+2)(24+2)...(r+2)
dir.
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Bu durum, gama fonksiyonu i¢in temel fonksiyonel iligkidir. Bunun bir
fark denklemi oldugu unutulmamalidir. Gama fonksiyonu, rasyonel katsayil
herhangi bir diferansiyel denklemi saglamayan genel bir fonksiyon sinifindan
biridir. Daha spesifik olarak, gama fonksiyonu, matematiksel fizigin fizikte
yaygin olan adi diferansiyel denklemlerin hicbirini saglamayan ¢ok az fonksiy-
onundan biridir. Ashinda, herhangi bir kullanigh veya pratik diferansiyel den-
klemi saglamaz.

Ayrica, tanimdan

1.2.3...p

(1) = li —1
(1) 123 (r+ 1)

olur. Ayrica, lim (Ti—l)z = 1 oldugundan, (1.5)

L rl(r+1)°
R (e (e R

seklinde yazilabilir. Ayrica

oldugundan
I(z) = lim - : Y (2 L
roooz 142z 24z r+z 1 2 r

R z
1 1
—  lim ( I )(TJF ) (1.6)
,zli%oorz1 r4+z r

elde edilir.
Simdi, Denklem (1.4)’nin uygulanmasi

re =1
T'(3) = 2I'(2) =2,
I'n) = 1-2-3---(n—1)=(n—-1)!

yi verir. Burada, Gama fonksiyonunun, faktoriyelleri tam say1 argiimanlarinda
dondiiren siirekli bir fonksiyonla interpole ettigini goriiyoruz.

Onerme 1.1 Gamma fonksiyonunun carpim tanwma (1.5) ile integral tanima
(1.1) esdegerdir.
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Ispat. (1.5) ile (1.1)’ in esdegerligini gstermek icin 'nin pozitif bir tam say1
oldugu iki degigkenli

n

F(z,7r) = / <1 - ;)th‘ldt, R(z) >0

0

t T
lim <1 — —> =e!
r—00 T

oldugundan ve iistel fonksiyonun tanimindan (1.1)’e gore

fonksiyonunu ele alalim.

lim F(z,r) = / e 'ttt =T (2)
0

elde edilir.
Simdi de F'(z,7)’yi ardigik kismi kismi integrallerde degerlendirelim. Ko-
laylik olmas1 acisindan v = f olsun. Bu durumda,

1
2/ (1 —u)" vw* 'du
0

olur. Burada, parga parga integral alarak QR (z) > 0 igin

F(z,r) _ {(1 oy U_‘T LT /n (1— ) widu

2
r Z 1o z

elde edilir. Bunu tekrarlayarak, integral parcanin her iki u¢ noktada da kay-
bolmasiyla, sonunda

r(r—1)---1 /

F — z z+r—1d
(z:7) Tz(z—l—l)---(z—i—r—l)/u "
0

1-2-3---1 .
2(1+2)242)...(r+2)

oldugunu elde ederiz. Bu esitlik (1.5)’in sag tarafindaki ifadeyle aymdir.
Dolayisiyla, (1.5)’e gore

lim F(z,1) = F(z,00) =T'(2)

r—00
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olur ve ispat tamamlanir. m
(1.4)’yi kullanarak T'(z)’yi pozitif argiimanlardan negatif argiimanlara
genisletebiliriz. Ornegin, (1.4)’den baslayarak

()

_3
2

yi tanmmlarz ve (1.4), z — 0 igin I' (2 — 0) — oo anlamina gelir. Dahasu,
z — 0igin 2I" (2) — 1[(1.4)], I" (2)’nin orijinde basit bir kutba sahip oldugunu
gosterir. Benzer gekilde, I' () nin tiim negatif tam sayilarda basit kutuplarim
buluruz. Benzer sekilde,

. <_§) _ (-3 _ 2 (~2v/7) = M,

2 -1 3 3
4\/m
o8 _ D(3) _F svm
2 - 15
oo ray 40T Jmele s
O === 0 "o
r
r(-1) = _Ll)):—oo

bulunur.

Teorem 1.1 a , f(z) nin basit bir kutbu ise, fonksiyonun rezidisi
Res(f,a) =lim (z —a) f (2)
olarak tanimlanar.

Lemma 1.1 Gamma fonksiyonu, z = —q’daki basit kutuplar hari¢ tim kar-
masik dizlemde analitiktir; burada q negatif olmayan bir tam sayidar.

Ispat. Yukaridaki Teorem 1.1’den,
ResI'(z) = lim (24 ¢)I'(2)
z——q

oy Et@ a1 D (9T (2)
— lim I'(z4+qg+1)
z—>—q(z+q—1)...(2+1)(z)
I (1)

(=¢) (=q¢+1)...(=2)(~1)

olur. m
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Teorem 1.2 0 < z <1 i¢in

T(1-2)T(z) = (1.7)

sinmz

dir.
Ispat. (1.4) ve (1.6) dan

1 1
'1—2)I(2) ['(2)(=2)T(—2)

oldugundan istenen sonu¢ dogrudan elde edilmis olur. m
Ornek 1.1 (%)‘ sayrsime hesaplayiniz.

Co6ziim 1.1

(;)' = F(g—i-l), 2l=T(z+1)

= 3vm (1.8)

bulunur.

Ornek 1.2 [ 25¢72%dz integralini hesaplaymz.
0
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Coziim 1.2 2z =t degisken degistirmesi yapilirsa,

17 /t\° 17
- —) etdt = — [ tSe7ldt
2 2 27
0 0
B L'(7) 45
27 8
olur.
Ornek 1.3
(—1)"n!

1
2 (nz)'dz = ——————

0/ (In2) (m 4 1)

oldugunu gosteriniz, burada n € N, m > —1 dir.

Coziim 1.3

= e'=dr=—eldt, 2" =e ™ lnx = —t,

z
z = 0=t=00, 2=1=1=0

oldugundan

1

0
/zm (Inz)"dz = —(—1)n/t"e_(m+1)tdt

0

= (=1)" / e (MU gt

yazilabilir. Buradan,

u du
(m+1)t:u:>t:m+1,dt:m+l
oldugundan
1 e n
/zm(lnz)ndz = (_1)n/(mil) e_“mdzl
0 0

11



12 OZEL FONKSIYONLAR

elde edilir.

Ornek 1.4 lim T (2) = oo oldugunu gésteriniz.

Z— 00

Coziim 1.4 8 > 0 ise

1
reg > /e—ttﬂ—ldt
0
1

= = lim [t ldt
e r—0t+
B 1
— "
— Ilim I’ > lim — =
ﬁgon+ (2) 2 /55& ef >
— limI'(2) =0

olur.

Ornek 1.5 f \/Ee*‘z3dz integralini hesaplayiniz.
0

Coziim 1.5

1
B = r=dz= gx_%dx

— /\/Eez3dz = %/\/Ee‘rdx = %F (%) _ T
0 0
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bulunur.

Ornek 1.6
o0 _22
i
[ &y

oldugunu gosteriniz.

1 00
_ p—1 —au g
aP —F (2) /U e U
0

13
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o0
_a? _a?
e 2dx—/e z dx
1

I
3
®
1
|
8
®
|
kY
8
_|_
H\g

bulunur.

Ornek 1.7

oldugunu gdosteriniz.

Cozim 1.7
I'3z) = (3z—1)!

o (32)!

3z

= TG+ 162123 +3)

= (H (32 + 1)) (H (32 + 2)) (H (32 + 3))
1 z—1 1 z—1 9 z—1

= 3 3:110 (z—i—g)) < Zkli[O <z+§)> <3Zkli[0(z+ 1))

elde edilir.
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1.2 Beta Fonksiyonu:

Matematikte Beta fonksiyonu, Gamma fonksiyonuyla yakin iligkisi nedeniyle
kalkiiliis ve analizde nemlidir. Bir¢cok kompleks integral, Beta fonksiyonunu
igeren fonksiyonlara indirgenebilir.

z,w € C olsun. f(z,w) beta fonksiyonu, asagidaki belirli integrallerle

tarif edilir:

B (zw) = / (1= ) e, R (2), R (w) > 0,

1
B (z,w) = //ﬁl (1—p)* du, z,w>0. (1.9)
0

(1.9)de
p=1—=y(dp=—dy),(p=0=y=1Lpu=1=v=0)

yazalim. Bu durumda,

0
Blz,w) = — [ (L—7) "y ldy
/

1
= /'V“” (1=7)""dy
0
B(w,2)

olur. Bu egitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirilir.
(1.9) ifadesinde p = sin® ¢ yazalim (du = 2sin ¢ cos ¢d¢) . Bu durumda,

B(z,w) =2 [ (sing)* " (cos )™ " do (1.10)

o
w3

elde edilir, burada p = 0 i¢in ¢ =0, p =1 i¢in ¢ = 7 yazilmugtr.
Simdi de (1.9) ifadesinde p = 2 (¢ > 0) yazalm (dp = 2) . Bu durumda,

1 z—1 w—1
Bevw) = s [ 77 e =)y

0
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bulunur.

Son olarak, (1.9) ifadesinde 1 = 715 yazahm (d,u =7 13)2) . Bu durumda,
z—1 w—1
gl gl dy
= _ 1—
) (1+7) ( 1+v) (1+7)°

oo 1 dy
1+ A+ (1 +9)

z—1

f)/

i +7—)z+wd7 (1.11)

Il
St~ g O —g O —3

olur, burada p = > (111> 1j T ifadesinde p = 1 i¢in v = oo olmalidir.
vy

1.3 Beta-Gamma Fonksiyonlar1 Arasindaki Il-
iski:

Oncelikle

I'w)= /m‘”lemdx, w>0
0

integralinde x = y? yazalim. Buradan,

I'w) = /yQ‘*’ZeyZZydy
0

= 2/y2w_1e_y2dy
0

ve benzer sekilde

['(z)= 2/x2z_le_x2dx (1.12)
0
yazilabilir. Sonra, bu iki ifadeyi taraf tarafa carparsak

[(2)T (w) = 4 / / 22121~ (2492) gy
0 0
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olur. Buradan, xy diizleminde kutupsal koordinatlara gecersek ve

r = rcos¢,y=rsin¢,drdy = rdrdo,

4y = rfve % = tan ¢,
y = 0= 6=0y=c0=06="
ifadeleri integralde yerlerine yazilirsa
Iz w) = 4//T2(Z+“’_1) (cos ) (sin ¢)* 7 2 e rdrdg
0 0
3 o0
= 2/ (cos )" (sing)™ dp| |2 / p2ete)=1o=r% gy
0 0
= f[(z,w)l'(z4+w) (1.10 ve 1.12 den)
I'(2)T (w)
— = 1.13

elde edilir. Bu ifade, baz1 belirli integrallerin hesaplanmasinda ¢ok faydalidir.
Ornegin, (1.10) ve (1.13) dan

2
r'e)r
/(sin ) (cos ) dp = %, z,w >0 (1.14)
0
yazilabilir. Bu ifadede
22—1=02w—-1=r
yazilirsa
I (=) va
cosp) dp=——2"_Y_ r>_1
0/( @) do F(¢2+1) 2
ve benzer gekilde
22—1=7r2w—-1=0
yazilirsa
%
L(5) V7
sing) dp = ——24-~>— r>—1 1.15
O/( o 4= (1.15)
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elde edilir. Bu tarz birgok integral Gamma fonksiyonu cinsinden hesaplan-
abilir.

Son olarak yukarida ispatladigimiz (1.7) formiiliinii Beta fonksiyonu yardimiyla
bagka bir yoldan ispatlayalim. Gergekten, (1.11) ile (1.13) dan

v _ T (W)

i 1

————dy = —"———, z,w >0
/(1+’V)Z+°’7 Mtw) 7%
0

yazilabilir. Bu ifadede w =1 — 2z, 0 < 2z < 1, yazilirsa

[ T(Er-2)
/1+7d7—T—F(z)F(1—z)

0

olur. Diger taraftan,

/ ,Yzfl gy — T
1 Y=
+ v Sz
0
)

oldugundan (bakinz: [3]-[4]

5(2,1—z)=r(2)r(1—z)=Smﬂm, 0<z<1 (1.16)

bulunur.

1
Ornek 1.8 [ dx integralinin sonucu nedir?
0

3
32 _ 3

Coziim 1.8

1

1
3 1
J A -
xr“ —x " Is%_l

0
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olur.

Ornek 1.9 Ik ﬁdx integralinin sonucu nedir?
0

Coziim 1.9 Verilen integral Beta fonksiyonudur. Gercekten,

/ v’ =dr = L14+1d:v
) (1+2) ) (1+2)
= /(4,1
_ rra)
- T(5)
B 6 1_1
T4 4

olur.

) S

Ornek 1.10 [ (sin¢)” d¢ integralini hesaplayiniz.
0

Coziim 1.10 (1.15) formiili kullamrsak (r = 6),

singd)dp = —27_
(sin )" do (

S~
3~
+ o
Pt N—
SN—
N

.1
o
oI5

=
—~
N
SN—

19
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5.3, V7% VT
_ 2 2 2 2
N 3!
B 5%
32

elde edilir.

OZEL FONKSIYONLAR

) 2
Ornek 1.11 [ (sin)* (cos )’ do integralini hesaplayinz.
0

Cozim 1.11 (1.14) formiili kullanarsak (2z — 1 =4,2w — 1 = 5),

[ ey ooy ao -
0

bulunur.

2
Ornek 1.12 [ y/8 — ydy integralini hesaplayiniz.
0

ispat .

oldugu goriiliir. m
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Ornek 1.13
1 22)!
F(z+—> :M(z:O,l,Q,...)

2 222 2|

esitliginin dogrulugunu gosterdikten sonra bu bagintidan yararlanarak

s(s45 ) -

2'2) " 22 (21)2

esitliginin dogrulugunu gosteriniz.

Coziim 1.12
() - (-
(DD
- (=3 () (2) 2 ()
_ (22—1)(2;—3)...3.1\/%
_ (2)Wa
92 |

bulunur. Buradan,

I6] <z—i— 1 1> F(Z_'_%)F(%) _ (22)!ﬁﬁ _ (22)\m

2'2) " T(z+1) 2%zl 22 (n1)

elde edilir.

Ornek 1.14

[y
A—O/\/l—de— 6\/§7T

oldugunu gosteriniz.
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Coziim 1.13
2 = r=dz=-z"idx
1
= A:i/m 1(l—2z)2de
0
1 13
= A:zﬁ(m)
1T (1) T (5)
— A=_-_4 12
I (%)
arFE vE @ vaEr@r”
R T ) T O T R e
P
621

elde edilir ki bu da ispatr tamamlar.

Ornek 1.15 [ V3+v2 (;:ggg?“ Y2el® 1 integralini hesaplayinaz.
0

Coziim 1.14 Oncelikle

[ 3422 — V2 —l—\/_wlo

(14 23)*

I =

0

olsun. Sonra asagidaki ters ozdesligi kullanirsak

/\/_x1°+\/_1: —\/_:c+\/_

(14 23)*

(1.17)

(1.18)
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olur. Daha sonra, (1.17) ile (1.18) toplanirsa
F (@24 ¥3) (11 a)

oo [
(L17) + (118) 21_!“ e
f+f 1+
= /1+x3

elde edilir. Burada t = 2% degisken degistirmesi yapilirsa ve
3 1 1, 2
t=2" = =13 :>d:c:§t sdt

degerleri (1.19)’de yazilirsa

32 3 o0 _2 o0 t§
] = @ / i t—l—/ ] ’ 1
J ) (1+1)
3/ 3 s _2 s 8
:x/_+\/§/ 3dt+/ t34
6 (1+1)
3 3 x 14 * 114
_ V243 /—t‘°’ 1 udt—l-/—ts —_dt
6 J (1+1t)sts (141)575
B w+%51n
B 3 373
V24 VBT (5T (3)
5 T(+4)
_ V248 T(5)-5-3-3T ()
3 T (4)
80 (V2+3)w
B 243v/3
[ V34 V20— V304 Y2l 80 (V24 V3)
/ (14 23)* 243+/3
bulunur.

Ornek 1.16 % (2),%R (w) > 0 olan tim tim z,w € C i¢in
I'(2)T (w)

5(Zaw):m

23

(1.19)

(1.20)
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oldugunu gdosteriniz.

Coziim 1.15
D = (0,00) x (0,00)

olmak tizere

o0

)T (w) = /m’z_le_mdm /y“_le_ydy
0

0

_ //xz—lyw—le—(x-i-y)dxdy
0 0

olur. Sonra asagidaki

{u:x—l—y { T =uv
_ =z —
V== y=u(l—0)

O(x,y) _
0 (u,v)

degiskenlerinin degistmint kullanarak

// mzflwalef(aﬂry)dxdy — // (uv)z_l (u(l— U))w—l e |—u| dudv
D
_ // Ly (1 ) odudo

— // wre—lyz=1( v)w_le_“dudv

1

—_ /uz+w 1 e “du /,Uz—l (1 _v)wfl dv

= I'(z+w)p(zw)

(% u

(1-v) —u =—uv—u(l—v)=—-u

elde ederiz, burada u,v koordinatlarinda D 'ye karsilik gelen D' tanim bolgesi
D' ={(u,v) :u>0,0<0v <1}

seklindedir. Buradan, (1.20) elde edilir.
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Ornek 1.17 [ = Ik 1+2%dt integralinin sonucu nedir?
0

Coziim 1.16 Oncelzkle U = \/_ ot, t = =, dt = \/igdu olsun. Bu durumda,

%I:

olur. Sonra, u = tanf, du = sec?0df, 1 + u? = sec?0 olsun. Bu durumda
yukaridaki integral

- 1_1
vz \1'1
rErQE)

bulunur.
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1.4 Gamma Fonksiyonun Uygulamasi:

Tamim 1.1 Bir E C R" dlgiilebilir kiimesinin Lebesgue 6l¢iist |E| = / dx

E
ile gosterilir. Ornek olarak, 3-boyutlu uzayda S :  + y*> + 2> < 9 kiiresi
diistintiliirse, bu kiirenin ol¢iisii onun hacmidir ve 36mbr® diir. Ancak S nin
ytuzeyi I' ile gosterilirse I' 3-boyutlu uzayda dejenere bolge olarak adlanduriler
ve dl¢iisti sfirdir. Sonug olarak S : 2% + y? + 22 = 9 kiire yiizeyinin 6l¢iisii
sufirdar. Benzer sekilde, n = 2 oldugunda S : 2> +y? < 9 diskinin élciisii onun
alanidur ve stnarman olgtimai sifirdir. 1-boyutlu uzayda S = [a,b] ise ol¢iisi
araligin vzunlugu, yani b — a ve stnariman él¢timi, yani I' = {a, b} nin dl¢iisi
sifurdar.

R™, n—boyutly Oklid uzayi; x.y = ijyj i¢ carprme ve buna kargilik
1 ah
2

n
elen |x| = x? normu ile x1,...,x, € R™ olmak iizere tim v =
J b )
7j=1

(21, ..., ) noktalarimn kimesidir. R" uzerinde dx = dx...dz, ile Lebesgue
oOl¢iistinii gosterecegiz.
R™ tam uzay tzerinde bir f fonksiyonunun (Lebesque) integrali

[r@ar= [ [ 1@ an.an,

Rn

ile gosterilir. Cok katl bir integrali kutupsal koordinatlarda ifade etmek ¢ogu
kez kullamsh olmaktadwr. v = |x| olsun ve S"' = {z : |z| =1} ile birim
kiireyi gosterelim. dx hacim elemamnay dx = r" drdo bigiminde yazarz,
burada do, S"~! idizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey 6l¢iisiidiir. Bu du-
rumda eger f (x) > 0 integrallenebilir bir fonksiyon ise Fubini teoreminden

/f (x)dx = 7{/ f(x)do p r"tdr = / 7f (x)r"dr 3 do

n—1
(1.21)
elde edilir. Eger x # 0 = (0, ..., 0) ise bu durumda x = |z| o= ra’ dir, burada

= ﬁ, S dizerinde x in izdiistimiidiir. S"! dizerindeki degiskeni cogu kez

2’ ile gosterdigimizden do yerine dx’ yazmak uygundur. Ornek olarak,
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00 2
|B(0,2)] = //r”ldrdaz / dx’/r”ldr
0

0 gn-—1 Sn—1

_ n—lz
S ESE

NS

bicimindedir, burada |S" | = I?”—), R™ de yaricapr 1 olan S™* birim kiiresinin

—~~
w[3

o0

ylzey alamdir. T (n), gamma fonksiyonudur ve T'(n) = / 2" le %dx ile

0
tamamlanar. Ayrica daha genel olarak, B = B (z,r) ={y e R" : |x —y| < r}
kiimesi merkezi x, yarigap uzunlugu v olan a¢ik yuvarr ve B (z,7)” onun

timleyenini gostersin. |S™| = |B(0,1)| olmak tizere
n| .1 7(% n 1 n—1|,.n
1B (@,m)| = 18"r" = gyt = o 1S
I(1+2%) n

biciminde yazabiliriz.

Simdi yukarida belirttigimiz formiilleri ispatlamaya ¢aligalim. Bunun i¢in
once agagidaki tanima ihtiyacimiz var.

Tanim 1.2 (Fubini Teoremi) X x Y, R™*" de X C R™ ve Y C R" ar-
aliklariman dogrudan ¢arpima olan bir aralik olsun. f: X XY — R fonksiyonu
X XY fdizerinde integrallenebilirse,

[ [ t@dsay, [a[fa@man fafs@pa a2

XxXY

integrallerinin ¢l de mevcuttur ve esittir. Sonug olarak, Fubini teoremsi, be-
lirly yinelemels integrallerde integral sirasiman degistirilmesine izin verir. Fu-
bini teoremi, ki yinelemeli integralin, integrandlar boyunca karsilik gelen ¢ift
katly integrale esit oldugunu ima eder.

Ornek 1.18 f(z,y) = 1 -6y ve R : 0 < o < 2, -1 < y < 1 igin

/ / f (z,y) dA integralini hesaplayiniz.
R
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Coziim 1.17

//f(%y)dA =

Ornek 1.19 f (z,y) = Y-z

OZEL FONKSIYONLAR

2 1
// (1 = 6m2y) dydx
1

[y — 3x2y2}3;1_1 dx

[(1 — 3:1:2) — (—1 — 31’2)] dx

o o o
[\ [\ [\ |

2dx = 4.

o\

/1/2 (1 — 6x2y) dxdy

-10
1

/ [1’ — 2x3y] 222—0 dy
el
1
1
/ (2 —16y)dy = [Zy — 8y2] .
el

4.

(z2+y?)

sve R:0 < 2z <1, -1 <y < 1 ¢n

/ / f (z,y) dA integralini hesaplayinaiz.
R

Coziim 1.18 Fonksiyon (0, 0)noktasinda sireksiz oldugundan (1.22) formyili
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kullanilamaz. Nitekim kontrol ettigimizde sunu elde ederiz:

/R/f(x,y)dA _ jjﬁdmy

y2—$2
[[renan = [ [ g
R 00
y=1
Y
- /[ﬁﬂﬂ} o
0 y=0
1
= — d
/1—1—:(:2 v

0

LT
= —arctanz |;= 1

Ornek 1.20 fl(zy) = # ve R: -1 <z<1, -1 <y <1 igin

/ / f (z,y) dA integralini hesaplayinz.
R

Coziim 1.19

/R/f@s,y)dA -/ /#dw dy, y £0
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ve

//f(a:,y)dA =/ /ﬁdy dr, z 40
R 1

dir. Boylece,

y Y
L dy:/ /—dy dz = 0:
[ [(wQ +y2)? (22 + y2)?

olur. Ancak

JI

oldugu i¢in kare tzerindeki Lebesgue ¢ift katly integrali mevcut degildir.

1 or 1
5| dedy > [ dr | (singcos¢/r)dy =2 [ dr/r = oo
[] /

Lemma 1.2 n > 1 d¢in |S"71| = FQE%) ve |S"| = 2?7) dir. Dolaysiyla,
) nIl

52| = I% pe |SPMHL] = —1.3';(_2'87:“) dir. Ayrica, |S"7| = n|S"|, S" =

S(0,1) %in standart yiizey alanidur.

Ispat. Fubuni teoremine gore,

= / exp (—x%) dzry | - / exp (—x%) dz,

= /exp //exp |£L’|
oo 2w 2T 00

= //re d@dr—//re “drdf = dQ
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oldugundan,
/exp |:1:| :H/exp ZUk da:k /exp (—t2) dt | =n"/?
in k=1"_ ~
olur.
Diger taraftan, (1.21)’den
F = / /exp (=r?) r"drds’
Sn—1 0

= {S”_l{/exp(—w)wg_ldw
0

= LIS m/2),

elde edilir, burada I' (n), gama fonksiyonudur.
Ayrica, I' (1 + w) = wI' (w) oldugundan, sunu elde ederiz:

1
|57 = /dx: / /r”_ldrdx' = 1 ‘S"_l‘
n

|z|<1 Sn—1 0
B l 27‘(‘% B % 77'%
nl(3)  50(3) T(+3)

Buradan herhangi bir z € R" ve p > 0 i¢in, merkezi = ve yaricapi p olan
S, (z) kiiresinin alammim ve hacminin p"|S"| = p"L|S"!’ye esit oldugunu
gozlemleriz. Bildigimiz gibi, tek degiskenli integral icin asagidaki denklemleri

elde ederiz: )
d_ | yakmsak, a <1
|z|® wraksak, o > 1

0

dx | yakmsak, a > 1
|z]* | 1waksak, o <1

ve

Simdi R™deki duruma bakalim.
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Now let’s look at the situation in R™.

n 1/2
_ Z 2
|l‘| - Z; )
i=1
2’in normunu gosterdigini varsayarak,

dx

W’ a>0

R

integrallerini ele alalim. Burada integrandlar 0 ve sonsuzda tanimh degillerdir,
yani bu integral x = 0 ve x = oo’da tekillige sahiptir, bu nedenle bu integrali
asagidaki gibi iki parcaya ayiracagiz:

dx dx dx

—a = —a t+ —a

|z || 2]
R™ lz]<1 |z[>1

- F1+F27

burada r = |z|, hacim elemam dz, "kutupsal koordinatlarinda" dz = 7"~ drdo
seklinde yazilabilir ve do, dr tarafindan S" ! = {x € R™:|z| = 1} birim
kiiresi tizerinde belirlenen yiizey olgiisiidiir.

Once Fy’yi tahmin edelim.

1
d n—1
Po= ar / /T drdo
|| e

|z|<1 Sn—=1 0
; 1
r™"
= / da/ dr
/rOé
Sn—1 0

1
- 1
= 15" [ o
0

B {Sn_l, a—n+1<1, a<nicin yakinsak
o a—n+1>1, a>n ign wraksak

1
— Snfl rnflfadr
711 [
0

‘Sn—ly .
= , yalnizca n — a > 0 ise,
n—a«
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olur.
Simdi F5 durumuna bakalim.

F, = / / drda
le

|z|>1 Sn—1 1

do

nfl 1
_ n—1
- S |/T.a n+1
|S”_1| a—n+1>1, a>nigin yakinsak
a—n+1<1, a<nigin wraksak

[eS)
|Sn1|/rn1adr
1

[S" :
= , yalnizca o — n > 0 ise,
a—n

bulunur.
Ayrica, o = n ise, bu durumda F; = F; = oo olur.
Son olarak, n = 3 i¢in kiirenin hacmini bulalim. Gercekten de

Njw

-
1= w
3

— 2
L)

M\OJ

3\/_

= -7

3

olur ve benzer sekilde birim kiirenin ytiizey alani agsagidaki sekilde bulunur:

EE

olur, burada
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ve I' (1) = /7 dir (bakimz:[5)).
Daha genel olarak, ci, co, . .., ¢, pozitif reel sayilar: i¢in n-boyutlu

Beyogen =T = (x1,29, ..., ) ER™ ¢ 21| + -+ + |2, | < 1}
bolgenin hacmi

P(1+2)-r(1+2)
|Bt21702 ,,,,, Cn’ =2" -

P(1+Ll4 ot d)

Cn

formiilii ile bulunur. =

1.5 Hipergeometrik Fonksiyonlar:

Hipergeometrik fonksiyonlar, kesirli analizde énemli bir rol oynar. Kummer,
Gauss, Euler ve Pfaff (1765-1825) dahil olmak iizere bir¢ok matematikei
tarafindan bu fonksiyon incelenmistir. Ramanujan (1887-1920) da klasik hiper-
geometrik fonksiyon teoremini ayr1 bir sekilde ortaya koymustur.

r, s ve t reel ya da kompleks sabitler olmak iizere

+1 + 1) 22
pprsz rlrtl)sis+1)2
t 1! t(t+1) 2!

(1.23)

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir éneme sahiptir. Bu seri
bzt 2= 2"
m=0

geometrik serisinin bir genellestirmesi oldugundan hipergeometrik seri (=Gauss
hipergeometrik fonksiyon ) adini alir. (1.23)" den goriilmektedir ki, ¢ degeri
sifir ya da negatif bir tamsay1 olmamalidir. (1.23) hipergeometrik serisi |z| <
1 igin yakinsak, |z| > 1 i¢in ise wraksaktir. |z| = 1 igin ¢t > r + s ise seri
mutlak yakinsak olur. Ayrica z = —1 iken £ > r + s — 1 ise seri yakinsaktir
(bakimz:[6]-[7]).

r reel ya da kompleks bir say1, m sifir veya pozitif bir tam say1 olmak
tizere (r), ifadesi

(r),, = r(r+1)(r+2)...(r+m-—1) (1.24)

m

(r)g = 1, 7#0
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olarak tanimlanir. Bu ifade Pochhammer sembolii olarak bilinir ve asagidaki
ozelliklere sahiptir:

(r), = W (1.25)

(Mpyr = r(r+1),. (1.26)

Pochhammer semboliiniin (1.24) gosterimi dikkate alinarak, (1.23) hiperge-

ometrik serisi
o0

Foq (1,83t 2) = Z %%ﬂ, (1.27)

seklinde yazilabilir. (1.27) esitliginde goriilen F' fonksiyonunun sag alt kosesin-
deki [2,1] indisi yapisinda biri  ve s digeri ¢ olmak iizere iki tip parametre
bulundugunu ifade eder. Burada, |z| < 1 ve t paydasi sifir ya da negatif
bir tamsay1 olmamalidir. (1.27)’nin yakinsaklik yarigapi, r veya s pozitif ol-
mayan bir tam sayr olmadigi siirece 1’dir; bu durumda asagidaki gibi bir
polinomumuz olur:

Foay (=p, sty 2) = Z (—=1)™ <5L) %Zm’ r——p<0

seklinde polinom olarak ifade edilir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden
Fiy 1) gosterimi yerine genellikle sadece /' kullanilir. Yani,

m=0

Fig ) (1,85t 2) = F (1,87 2)

olup, bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tanimlanir. (1.25)
esitliginden hipergeometrik fonksiyonun r ve s degiskenlerine gore simetrik
oldugu goriiliir.

(1.27) esitliginin genellestirilmis ifadesi

F[q,p}<rlar2>"'7rn;51732>"'78l;2) = F[q,p] —

seklindedir. Burada, bu seri, ¢ < p ise tiim 2’ler i¢in yakinsaktir, eger ¢ = p+1

ise |z| < 1 ve tiim sifirdan farkh z’ler i¢in yakinsaktir. Fakat bu seri, ¢ > p+1

ve tim s; > 0,7 =1,2,3,...,lver; >0,7=1,2,3,...,n ise waksaktir.
Ornekler:
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log(1—z) =
og (1 - ) T

_ — (D, (1), 2"
- LT,
= —2F(1,1;2;2), |larg(l—2)| <7
1 1 .3 1 11
log R 2:F (=,1;=;2); cosz=F (=, —=:=;sin 2z
272

1—-=2 27 272

l\')l»—t

arcsin z = zF( ) larg (1 £ zi)| <

13
1272
z),

= F(r,1;1, 2] <1

(z—=r)

1 3
arctanz = zF (5,1 St ), larg (1 £ z1)| < 7

1 22
hz= lim F = — .
costhz r,slinoo (T7 % 2’ 47’8)

Ornek 1.21 F (r, s;t; ) hipergeometrik fonksiyonun birinci mertebeden tirevini
bulunuz.

Coziim 1.20 (1.26) den

(M) (8)y 2™

(), (m—1)
() s () s ™
() m!

NE

d
%F('r’stx) =

3
I

WE

3
]
o

r(r+1),s(s+1), 2™

t(t+1) m!

(r+1 +1), @
t—i—l) m!

NE

m=0
F(r+1,s+1;t+1;x)

[
Cel3 w3 B
o

gl

olup, benzer sekilde n. tiirevi

d" (r),, (8),, . ,
%F(T,S,t CC') WF(T"‘”,S"‘”,t‘{'n,I)

seklinde bulunur.
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Virchenko vd., "Wright tipi hipergeometrik fonksiyon’ adi verilen genellegtir-
ilmig hipergeometrik fonksiyonu su sekilde tamttilar:

I

) I'(t) o (r),, T (s+m) ,,
R[ (s) Zo T (t+ Am)m!
burada A > 0 ve |z| > 0 dir. Burada, A = 1 igin klasik hipergeometrik
fonksiyon elde edilir.
Diger taraftan, yukarida bahsedilen Wright tipi genellestirilmis hiperge-
ometrik fonksiyon olarak bilinen genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu
daha da genigletirsek ve bunu da ¥, , ile gosterirsek

—

\I][qp] [ rlaRl) ) (r27R2> y T ><rq7Rq) ; (81751> ) (82752> y T 7(8(175(1);’2]

(Tla Rl) ) (r2aR2) y T 7(rqa RQ)

(Slysl) 3 (827 SQ) y T (Squ Sq)

|
=
. )
e
N

Zm
m!

I
NE
1

(sj—i-Sm)m

3
g
:]ws

<.
Il
-

elde ederiz. Burada R; ve 5,

p q
1+ZSJ_ZRZ >0
=0 i=0

olacak sekilde pozitif reel sayilardir. Bundan bagka, tiim i ve j i¢in R; = S; =
1 ise bu durumda klasik hipergeometrik fonksiyon elde edilir.

Asagidaki teorem integral ve toplam sembollerinin yer degistirmesi ile
ilgilidir.

Teorem 1.3 Y f.,, [a,b] tzerinde sinarl, reel degerli ve integrallenebilir fonksiy-
onlarin bir serisi olsun. Y f., serisi dizgiin yakinsak ise

/b";ilfm(x)>dx; /bfm(x)das

egitligi gecerlidir (bakinz:[8]).
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Ornek 1.22 F (r,s;t;x) hipergeometrik fonksiyonunun |z] < 1 ve 0 < s < t
1¢In
1

1
/zs_l (1—2)""""1—z2)"dz

6 (37 t— 8)
0
seklinde bir integral gosterimine sahip oldugunu gosteriniz.

Co6ziim 1.21 Beta fonksiyonunun (1.9)°deki tanvmindan ve Pochhammer
semboliiniin ézelliklerinden

(s),, _ B(s+m,t—s)
() B(s,t—s)
X 1

= — [l 1.28
T/ A e
0

yazilabilir. Buradan, (1.28) ifadesi (1.27) ifadesinde yerine yazilirsa
- 1
. 1 ™ stm—1 t—s—1
F(T,S,t,I):mZO”)m%/Z (].—Z) dz
olur. Seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integrasyon isleminin siras
degistirilirse (Teorem 1.3’den)

m=0

1

F(r,s;t;x) = m /zs_l (1—2)"! Z <:n—);” (x2)"dz

0 m=0

elde edilir. Diger taraftan (1 —xz)™" ifadesinin binom ag¢ilimindan dolay

Z O;ﬂ—%” (x2)" =1 —ax2)"

oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug |x| <1 ve 0 < s <t igin
1

= ) /251 (1—2) (1 —22) " dz

F(r,s;tyz) = ————
s,t—s
5sit=5) )

seklinde elde edilir.

Tanmim 1.3 R (p) > 0, R(t) > R(s) > 0 ve |z| <1 olsun. Genellestirilmis
hipergeometrik fonksiyonu

F,(r,s;t;2) = Z(

m=0

ﬁp(s+m,t—s)
B (s, t—s)

Zm

™)
m!

ile de tanamlanir (bakiniz:[7]).
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1.6 Mittag-Leffler Fonksiyonu:

Mittag-Leffler fonksiyonu 1903 yilinda Mittag-Leffler [9] tarafindan tanitilmig

ve

o0 m

z
E,(2) = mzo Fom T D) (1.29)
olarak tamimlanmgtir, burada z,p € C ve R (p) > 0 dir. (1.29) ile verilen
fonksiyon ayni zamanda tek parametreli Mittag-Leffler olarak da adlandirilir.

Mittag-Leffler fonksiyonu, biyoloji, fizik ve uygulamali bilimlerin kar-
magikliklarina dogrudan bagliligi sayesinde popiilerlik ve 6nem kazanmigtir.
Mittag-LefHler fonksiyonu, analitik fonksiyonlarin incelenmesindeki gesitli zor-
luklarin iistesinden gelmede 6énemli bir rol oynayan miitevazi bir fonksiyon-
dur. Ustel fonksiyonun tamsay1 mertebeden diferansiyel denklemlerde 6nemli
bir rol oynamasi gibi, Mittag-Leffler fonksiyonu da kesirli diferansiyel den-
klemlerde benzer bir rol oynar. Mittag-Leffler fonksiyonu, iistel fonksiyonun
McLaurin seri agihmi goz oniine alindiginda 2R (p) > 0 olmak iizere e* iis-
tel fonksiyonunun bir genellemesidir. Ustelik, p’ nun bazi 6zel degerlerine
kargilik tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ile bazi elementer fonksiy-
onlar arasinda cesitli iligkiler vardir. Ornegin,

CEy(2) — sz_lle’ (2] < 1)

— m!
= (—1)" 2
C By (=2%) = (— = COS 2
2 (=) mz:% (2m)!
B(2) = 3 A cosh
2 \% = 2 (Qm)! = coshz

dir. Bu 6rnekleri p’ nun diger 6zel degerlerini kullanarak ¢ogaltmak da miimkiindiir.
Mittag-Leffler fonksiyonunun, daha sonra ortaya cikan gesitli problem-

lerin aciklanmast igin gerekli oldugu ile ilgili ortaya cikan birgok dikkat cekici

ozelligi vardir. Wiman [10], Humbert ve Agarwal [11] , Mittag-Leffler fonksiy-

onunu
oo

Zm
E,, (2)= _ 1.30
Pﬂ?() T;Jr(pm+n) ( )
ile genellegtirdiler, burada z,p,n € C ve R (p) > 0, R(n) > 0 dir. (1.30)
ile verilen fonksiyon aynm zamanda iki parametreli Mittag-Leffler olarak da
adlandirilir.



40 OZEL FONKSIYONLAR

Simdi iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun bazi 6zel durumlarini
inceleyelim:

- A 2 2"
1'E070<Z) = mZ:OF(Om_’_O):mZ:O;:(]7|Z|<1
2B () = X gy - 2 T o
m=0 m=0
3 Boa(2) = ZF(0m+2):Zz =Tkl
m=0 m=0
) - e P el 1L
’ I (0m + 3) 2(1—2)
m=0 m=0
o0 Zm
5. Englz) = » ———
=T (0m + o)
oo m 1
=y = L0ER, |z < 1.

['(e) T(o)(1-2)

0By (z) = 2(1_2;(%):\/%(;—2)"4“

) = S e

By (9 = Sy " s <
Bont3 (2) = mi;o(l—z)?m(n—i-%)

(2n — 1)/ (1 - 2)

> M 2
) F — E - = E — = *
(1) 11 (2) — '(m+1) — m! ¢
> zm 1 o= zmt! e —1
i) E _ sz —
(i) Erz(2) mzz% 'm+2) =z mzz:o (m+1)! z

0 o) = Dy @ T #
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() Buu() = Y s = B ()
W) B = o [—Z;]

p ve 1 parametrelerinin 6zel secimleri ile £, ,, fonksiyonu baz1 bilindik ve
iyi bilinen fonksiyonlara doniisiir. Ornegin,

m

- Eoq (2) =

2 = cosh /2

>

- Zm sinh \/z
B2 (z) = Z(2m+1) B

2 G2

cosh/z — 1

Ea3(z) = 2m = Nz
By (2%) = cosh()
Faa () sinlr;(z)
o (—22) — cos(2)
P () = )
By (2) = Wi%:e*erfc(—z),

burada erf ¢, erf hata fonksiyonunun tamamlayicisidir:

erfc(z) := /‘“du—l——/ e du=1—ecrf(z), z€ C.
f

Diger taraftan, hata fonksiyonun diger tzelliklerini agagidaki gibi siralayabil-
iriz:

0
2
~erf (0) = —/e“du— -0=0
VT
- erf (c0) = /‘“du-—hm e “du
7Tz~>oo
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—z -0
2 2
cerf(—2) = ﬁ/e_“Qdu: —ﬁ/e_uzdu
0 -z

z

2
= _ﬁ e_“zdu, [6_“2 — Qift]
0
= —erf(z)
—> erf fonksiyonu tektir.

2 [ e 2 [
cerf (iz) = —/e“du:—/e“du.
ﬁo \/7?0

Giintimiizdeki bir¢cok uygulamada reel degiskenli iki parametreli Mittag-
Leffler fonksiyonu siklikla kullanilmaktadir. Bu nedenle, literatiirde bu tip
fonksiyonlarin cesitli integral temsilleri, yineleme bagintilari, sifirlarinin dagilimi
ve asimtotik iligkileri ve kesirli tiirev ile iligkileri {izerine bazi1 temel 6zellik-
lerine ¢okga rastlanmaktadir.

Lemma 1.3 Asagqdaki énermeler gecerlidir:
(1) By (2) = 2Bppin () + 15, R (p) > 0,9 (1) > 0
(2) E p 0 (2) = 1B (2) + 20 By (2), B (p) > 0,R () > 0
( ) i Epn (2) = o [Epy1 (2) = (0 = 1) By (2)], R (p) > 0,R(n) >0
(4) ( z) [T Ey, (n2f)] = 2", g (12P) R (1 — ¢) > 0, € N.
(

Ispat. (1) E,, (z)'nin tanimimdan
o0 Zm
Epnip(2) =
P W;)F(p(mﬂLl)Jrn)
yazilabilir. Burada, m — m — 1 doniistimii yapilirsa
o0 Zm
Eonio(2) =
P ;F(p(mH)Jrn)
mel

I
1]e
e
3
+
s

L'(pm+mn) T(n)

[z =
N

3

|

—_
|

RNl = 3
3
Il
o

1
S
=
~—~

N
~—
—_
1
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elde edilir.
(2)

0 om 0 om
E = E —=
o (2) mZ:% I (pm +n) por1 (2) mZ:% L' (pm+n+1)
- mzm1 - pmzm
= z FE z) =z =
s Pt () P;p(pm+n+1) =T (pm +n+1)

o0

ad nz nz
— 1E 2) — = +
NEpn+1 (2) ZI‘(pm—l—n—i-l) mz_lF(pm—i—n—l—l) I'(n+1)

olur. Buradan,

m

d - nz n
E 2 E -
NEoni1 (2) + 20 - Epnia (2) ;1 Tom+n+1) T+l
n pmz
I'(pm+n+1)

—_

m=

 ~— (g+pm)zm 1
= 2 Fmin+D T

= (n+ pm)z™ 1
ZF(Pm+77) I (n)

= i (r + pm) 2™ = Epy (2)

I'(pm +n)

elde edilir.
(3)
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_ i (pm+n—1) i n—
= T'(pm+n) — (pm + 1)
=T (pm +n)
d
= B, (Z) - (77 - 1) Ep,n (z) = ZpaEpm (z)

bulunur.

(4) ki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun (1.30) taniminin dogru-
dan bir sonucudur. Gergekten, (1.30)ii ve igaret toplami altinda terim terim
tiirevlemeyi kullanarak (bu durum (1.30) serisinin herhangi bir kompakt C
kiimesi tizerinde diizgiin yakinsamasima uygun olarak miimkiindiir),

d\? . d\? 0 ,umzpm—i-n—l

il n—1p n = (2 P

(dz) 2" B (7)) (dz) %F(pm—i—n)
_ f; (pm -+ — )l ()" 27771

« ' (pm +n) (pm +n—1—q)!
z” q- lEp 1 (pz)

elde ederiz. m
(4)’de ¢ = 1 alindiginda, (1.30) tanimim ve terim bazinda integrasyonu
kullanarak, hemen agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.1
/ B,y (u?) 7" dr = 2"Ep i1 (12°) (0 > 0)
0

dar.
Yukaridaki sonucun genel iligkisi agagidaki Lemmada verilmigtir.

Lemma 1.4

z

/(z — 1) B, (ur?) T dr = 2" UE, L (u2?) (s> 0, > 0),
0

1
T (s)

(1.31)
dir, burada integrasyon, 0 ve z noktalariny birlestiren dogru boyunca gercek-
legtirilir (bakiniz:[12]).
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Iyi bilinen

s jonpk [ m if k=0 (modm)

ot N if k20 (modm)

ayrik ortogonallik iligkisini kullanarak ve £, () fonksiyonunun (1.30) tanimimin-
dan

m—1
Z E,, (zei2”%> =mE. , (2"), (m>1)
h=0

elde edilir. Burada p yerine mp ve z yerine zm koyarsak

m—1
1 ,
Eon(2) =— > Empny (Z%622ﬂ%> , (m=>1) (1.32)
s
elde ederiz.
Benzer sekilde,
1 - 1 . h
Epy(2) = > Eomsiypn (zmemm) L (m>0)  (133)
2m +1 =

formiilii

m
. hk
2 : e127r T

h=—m

[ 2m+1 if k=0 (mod2m+1)
N 0 if k20 (mod2m+1)

iligkisinden elde edilebilir.
Sonug olarak, (1.31), (1.32) ve (1.33) formiillerinden asagidaki Lemma
1.5'min dogru oldugu anlagilmaktadir. Burada ayrintilar: gegiyoruz.

Lemma 1.5 Asagqidaki esitlikler gegerlidir:

z

1
/(z — ) e dr = 2By (pz) (s> 0),

T (s)

/ 2z —7)" " cosh (ur)dr = 2°Eyy (1z*) (s >0),

1

T0) / z—7) " tsinh (ur)dr = 2By (u2?) (s> 0)
s
0

(bakinaz:[12]).
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1.7 Laplace Doniisiimii

Bu kisimda bir¢ok miihendislik probleminin modellendigi baslangic ve sinir
deger problemlerinin ¢oziimiinde yararh bir doniisiim olan Laplace doniigiimiinii
inceleyecegiz. Laplace doniisiimii, bir reel say1 olan x serbest degiskenine
bagh bir F- fonksiyonuna yine bir reel say1 olan s parametresine bagh bir
f- fonksiyonuna doniigtiiriir. Burada hemen ifade edelim ki, F- fonksiyonu
tek bir x- degiskenine bagh bir fonksiyon oldugu gibi birden fazla serbest
degiskene bagli bir fonksiyon da olabilir. F- fonksiyonun tek degiskenli ol-
masi durumunda kargilagilan baglangi¢ deger problemi, Laplace doniistimii
ile s parametresini igeren bir cebirsel probleme doniisiir.

Kabaca bu kisimda Laplace doniisiimii ve konvoliisyon ile ilgili genel bil-
giler verecegiz.

Tanim 1.4 F : [0,00) — C (x < 0 i¢in F (x) = 0 kabul edilir. ) ve s € R
(veya C) igin

o0 T

/e F(z)dr = lim | e **F (x)dz

0 0

genellestirilmis integrali yakinsak olmak tizere,

oo

f(s)= /e‘sxF(ﬂc) dx (1.34)

0

seklinde bir integral doniigimi olarak tanimlanan f(s) fonksiyonuna F (z)
fonksiyonunun Laplace doniigiimi denir ve

LA{F (z) 7 L (g

ile gosterilir. O halde Laplace dondigimii, F (x) fonksiyonunu f(s) fonksiy-
onuna dontistiren bir L operatéri olarak digiinilebilir.

Uyar1 1.2 (1.84) genellestirilmis integrali F' (x) ’in her durumu ve her s igin
yakinsak olmaz. Bu integralin yakinsak olmasy igin F' (x) tzerine bazi kisitla-
malar getirilmelidir. F (x) tzerine getirilen bu kisitlamalara kargin integralin
yakinsak olmast i¢in s degerleri belirtilmelidar.

Ornek 1.23 F (x) = 1,2 > 0 fonksiyonunun Laplace donisimini bulunuz.
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Coziim 1.22
L{F () = .c{1}—/esw1dx— lim
0 0
, 1 .1 1
= lim {——e sx} =—,5>0
r—00 S 0

bulunur.

47

Ornek 1.24 F () = 2,0 < = < oo fonksiyonunun Laplace déniigimiini

bulunuz.
Coziim 1.23
LA{F ()} = L{iz}= /e_sxxdx = lim
0 0
) e~ 5% r 1
= rlgglo [— = (sz + 1)]0 =

1
— £{:B}:S—2,s>0

elde edilir.

Ornek 1.25
0, O<zx<1
Fz)=¢ 6 , 1<z<2
0 x> 2

fonksiyonunun Laplace dontisiimiinig bulunuz.

Coziim 1.24

LA{F (z)} = /e‘sxF(x) dx

bulunur.
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Ornek 1.26 [ (z) = e, 2 > 0 fonksiyonunun Laplace domiigimiini bu-
lunuz.
Coziim 1.25
,C{F (aj)} — L {efw} — /e—sxeawdx — lim e(a—s)xdx
0 0
) |:e(a—s);t:| r 1
— E{ a$} 1 >
(& = S a
s—a’
olur.
Ornek 1.27

r 1 z 22 2
TRRSTRC TR I
Laplace doniigtimiint bulunuz.

Coziim 1.26

1z 2 28 .
ﬁ{a—i—i-a—g%-} = E{e }

bulunur.

Ornek 1.28 F (x) = cosax,x > 0 fonksiyonunun Laplace dontigimini bu-

lunuz.
Coziim 1.27
L{F(x)} = LA{cosaz}= /e_sx cosazrdr = lim [ e *" cosaxdx
0 0
i e 5% ( N ) ) r
= lim |[———— (—scosazx + asinaz
r—00 82 +CL2 0
T dra
s
— L{cosax} = m,VS >0

dir.
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Ornek 1.29

L

Laplace déoniigtiimiini bulunuz.

Coziim 1.28

sinx

d .
- 1] arcsin udu

L

49

sin

d .
£ 1f arcsin udu

X

dir.

X

_ { (arcsin (sin z)) cos - — o}

X

_ L{a:czsx}
= L{cosz}

= ﬁ,V5>O

Ornek 1.30 F (z) = {cos4 x — sin? m} ,x > 0 fonksiyonunun Laplace dontigimiini

bulunuz.

Coziim 1.29

L {cos4 x — sin? x} =

dir.

Ornek 1.31 F (z) =
bulunuz.

L { (C082 x — sin? ZL‘) (COS2 T + sin? m) }
L {cos 2z}
Vs >0

S

s2 44’

coshax,x > 0 fonksiyonunun Laplace dontistimiini
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Coziim 1.30

OZEL FONKSIYONLAR

L{F (@)} = L{coshaz}— c{i}

dir.

Ornek 1.32 F (x) = sinax,x > 0 fonksiyonunun Laplace doniigimini bu-

lunuz.

Coziim 1.31

LAF(2)} =

—
dir.

Ornek 1.33 F (z)
bulunuz.

2

= /es.’b <—€ —;6 ) d.%’
0

o) o0

1 1

0 0

1 ax 1 —ax
= §£{€ }—|—2£{e }

1( 1 1 )
= = +
2\s—a s+a

S
= gzl

— L {coshaz} = %,5 > |al
$2—a

o0 s

LA{sinaz} = / e *sinardr = lim [ e **sinaxdx

r—00

0 0
r

. e .
lim {——2 (ssinaz + acos a,:v)]
s

r—00 24q 0

EEIALE

L{sinaxr} = % Vs >0
s

= sinhax,x > 0 fonksiyonunun Laplace doniistimiini
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Coziim 1.32
) eaT _ p—ax
LA{F (z)} = E{smhax}zE{T}
= /6_“ <€ _26 )dm
0
17 1
— _/ —ST afvda: —/6 vaefamdx
2 2
0 0
eyl
2 2
11 1
~ 2\s—a s+a
a
= gzl
s
— E{coshax}:m,s> |al
dur.

Ornek 1.34 n > —1 olmak iizere,

L{x"} = eS|
esitliginin saglandiginy gosteriniz.
Coziim 1.33
uU\™ du
L n — —ST M ] — u (__) _uu
{z"} /e 2" dx /e . ( . >
0 0
1 ! u, n
= o /e u"du
0
I'(n+1) n!
= Sn+l = STL+1 , S > 0 (1.35)

olur. Ornegin, (1.35)’de n = —3% yazlirsa, (1.3)’dan

ﬁ{xié} = FS(E) = \/§,$>0
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elde edilir. Benzer sekilde, (1.35)’de n = 3 yazilirsa, (1.8)den

3T
g{xS}ZE_Tf VT

bulunur.

Uyar1 1.3 Her fonksiyonun Laplace doniisimi yoktur. Yani, bir fonksiy-
onun Laplace doniigiimiiniin olabimesi i¢in

1. F:[0,00) — C, par¢aly siirekli bir fonksiyon

2. F:[0,00) — C, « dstel mertebeden bir fonksiyon

ise ' fonksiyonunun bir Laplace déndtigimi vardar.

Laplace doniisiimiiniin varlik teoremini vermeden 6nce yukaridaki kavram-
lar1 kisaca hatirlatalim.

Tanim 1.5 Bir F' fonksiyonu [0, 00) araliginda;
L. lim F(z) = F(0") mevcut
z—0

2. Her sumarl (0,¢) arabginda 0 < j; < --+ < j, < ¢ seklindeki sonlu
sayrda j; (i = 1,2, ..., n) noktasinda sigrama stireksizligine sahip ise F' fonksiy-
onuna [0,00) araliginda parcaly sireklidir denir.

Ornek 1.35 Asagida verilen fonksiyonlarin her birinin verilen aralikta parcal

stireklt olup olmadiklariny belirtiniz ve varsa si¢grama streksizlik noktalarin-
dakt sag ve sol limitlerint bulunuz.

<
a-F(x):{ 22 , 0<r<1

¢, 1<z <2
l—z |, 1<2<?2
b.F(x):{ = 9<s<3
Coziim 1.34 a. xg = 1 € [0,2] kritik nokta olmak fizere,
F(1') = lmF(1+e=lm(1+e" =1,
F(1I7) = lmF(1-¢=1lm2=2

F (1+) # F (1_) = x¢ = 1 sigrama stireksizlik noktas: ve sonlu
— F, [0,2]’ de parcalv siireklidir.
b. xo = 2 € [1, 3] kritik nokta olmak tzere,
2+ €

+ o . s —
F(27) = 15%F<2+6)_1£I01—2+6—2 00,
F(27) = lmFQ2-¢=lml—(2-¢=-1

e—0 e—0
F (2+) sonlu olmadigindan xo = 2 sigrama stireksizlik noktasy degil

=
— F, [1,3] de parcaly stirekli degildir.
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Tamim 1.6 F : [0,00) — C ile tanamlanan F (x) fonksiyonu verilmis olsun.
xo > 0 olmak tizere her x > xy sayist i¢in

e |F(z) <Cix— o0

veya
|F (x)] < Ce® . — oo

olacak sekilde C' > 0 ve a sabit saylart varsa F (x) fonksiyonuna o fs-
tel mertebeden bir fonksiyon denir. Buna gére, F (x) fonksiyonunun o tstel
mertebeden bir fonksiyon olmasi, x — oo i¢in e~ |F (z)| ¢arpimanan sinarl
olmasy anlamina gelir. Ayrica, bu tanima gore F (x) fonksiyonu o iistel mer-
tebeden bir fonksiyon ise

|F ()] < Ce**
= —Ce™ < F(z) < Ce™
eaa: F (I) eou:
CEmSsm SV
F (x) < C
= T S i S o
oldugundan 3 — o > 0 olmak tizere
. ) C
M =T AW e Y
olur. Buradan da sikistirma teoreminden
F
lim (z) =0

T—00 eﬁx

oldugu goriliir. Ayrica F (), « istel mertebeden bir fonksiyon ise f > «
olmak tzere F (x) fonksiyonu (B istel mertebeden bir fonksiyondur.
Sonug olarak,

F, distel mertebeden bir fonksiyondur <= lim e”**|F (x)| = 0 mevcut ve sonlu

T—00

dir.

a. F (z) = e** fonksiyonu « iistel mertebeden bir fonksiyondur. Gergekten,

lim e e = lim ¢?%* =,

r—00 T—00

2 < « igin mevcut oldugundan F (x) fonksiyonuna o tstel mertebeden bir
fonksiyondur.
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b. F (z) = 2% fonksiyonu « iistel mertebeden bir fonksiyondur. Gergekten,

0 < «a i¢in meveut oldugundan F (x) fonksiyonuna « dstel mertebeden bir
fonksiyondur.

c. F(zx) = 3! fonksiyonu o tstel mertebeden bir fonksiyon degildir.
Gergekten,
lim 6iax€3x4 = lim 614(371&3) = 00

olup F (z) fonksiyonuna « tstel mertebeden bir fonksiyon degildir. Dolayiswyla,
Laplace dondisimi bulunamaz (daha fazla bilgi i¢in bakinaz:[13])

Lemma 1.6 F : [0,00) — C ile tanimlanan F (x) fonksiyonu sinarl ise bu
fonksiyon herhangi bir o > 0 sayust i¢in o tistel mertebeden bir fonksiyondur.

Ispat. C = m%(]F ()| almirsa F'(z) smirh olacagindan bir C' > 0 sayist

meveut olur. 1 < e oldugundan z > 0 olmak tizere |F (z)| < Ce®® olmasi
icin gerekli sartlar saglanmis olur. Dolayisiyla, F' (z) fonksiyonuna « iistel
mertebeden bir fonksiyondur. m

Lemma 1.7 F,G : [0,00) — C ile tanimlanan F (z) ve G (x) fonksiyonlar:
siraswyla o ve (B istel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

1. F+ G, max{«, 8} tstel mertebeden bir fonksiyon

2. F -G, a+ f istel mertebeden bir fonksiyondur.

Ispat. 1. F,G : [0,00) — C ile tammlanan F (z) ve G (z) fonksiyonlari

sirasiyla a ve (3 iistel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,
|F(2) + G ()] |F ()] + |G (2)]

C’leo‘x + Cgeﬁx

max {C1, Gy} (e** + €7)

2max {C}, Cy} emextesie

VAN VAN VAN VAN

olacak gekilde Cy > 0, Cy > 0 sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla, F + G,
max {«, 5} iistel mertebeden bir fonksiyondur.

2. F,G :]0,00) — C ile tammmlanan F' (x) ve G () fonksiyonlar1 sirasiyla
a ve f3 iistel mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

|F(z) -G (2)] < Cre™Cye™
— 0102€(a+ﬁ)w
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olacak gekilde C; > 0, Cy > 0 sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla, F-G, max {«a, §}
iistel mertebeden bir fonksiyondur. m
Ornegin, F (x) = €5 sin 3z fonksiyonu icin

e |F (z)] = e *|e™sin3a| = e |sin 3|
< 1.6(57(1):): — 6(57a)x
oldugundan a = 5 igin e °* |F (z)| garpmm smirh oldugundan, F (z) =

5% sin 3z fonksiyonu iistel mertebeden bir fonksiyondur.
Simdi Laplace doniisiimiiniin varlik teoremini vermeye haziriz.

Teorem 1.4 F : [0,00) — C parcal sirekli ve « dstel mertebeden bir
fonksiyon olsun. Her s > « igin L{F (x)} (s) Laplace déniisimi vardr.

Ispat. ' : [0,00) — C parcah siirekli ve a tistel mertebeden bir fonksiyon

olsun. Amacimiz
o0

/est (x)dz| < o0
0

integralinin mutlak yakinsak, yani yakinsak oldugunu gostermek olacaktir.
Bunun i¢in, Laplace doniistimiiniiniin tanimindan

r

/est (x)dz| = |lim /e”F (x) dz
0

r—00
0
r

< lm [ e *|F (x)|dz
0
)

_ /esw |F (2)] dz + lim /esx P (2)] dz

0 Zo
o r
< /6_8’” |F'(2)|dx + lim [ Ce*e *dx,C >0
0 Zo
0 e(a—s)r e(a—s)xo
= /6_5$|F(m)|dm—|—C’lim ( - )
r—oo \ a—§ a—s
0
0 e(afs):co
= /\F(:L‘)|e“d:c+0 < 00,5 >
s —
0
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oldugundan
/ e *F (x)dx
0

integrali mutlak yakisak dolayisiyla yakinsaktir. Boylece, s > « igin F ()
fonksiyonunun Laplace doniigiimii vardir. Burada, s € C olursa R (s) > «
kosulu aranacaktir. m

Uyar1 1.4 Teorem 1.4%in ispatr sirasinda gorildigi gibi

e}

/6_“ |F (x)| dx < o0

0

genellestirilmis integrali de yakwunsaktir. Yani, Teorem 1.4%in kosullar:y al-
tinda, F (x) fonksiyonununa ilaveten |F (z)| fonksiyonunun da Laplace doniigimii
vardur.

Uyar1 1.5 Teorem 1.4 7in kosullar, Laplace doniigiimiiniin varlhg: i¢in sadece
yeter kosullar, vermektedir. Fakat bu kosullar hicbir sekilde gerek kosullar
olusturmamaktadir ve bir fonksiyonun Laplace doniisimi, daha hafif sartlar
altnda var olabilir. Ornegin, yukarida verdigimiz F () = 72 fonksiyonunu

g6z oniine alalim. Bu fonksiyon Teorem 1.4’in parcaly stirekli kosulunu sagla-
madigr halde

(x = 0" = F (z) —» oo = F () : Sigrama siireksizlik noktasina sahip degil)

Laplace déonitigiimii mevcuttur.

Teorem 1.4’{in kogullarindan agagidaki sonuglar1 elde edebiliriz:
1.
s—o00= L{F(x)}(s) =0

dir.
2. F:]0,00) — C fonksiyonu parcal siirekli oldugundan

o

/’e_sxF (x)‘ de = /e_sx |F' ()| dx
0 0

C

s —
)

— / e F (1) da

0

(1 . ef(sfoz)a:o)
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integrali mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla, £{F (z)} (s) doniisimii mevcut

oldugundan

/e_“F (x) dx

integrali mutlak yakinsaktir.
3.

o0

F(s) = / e F (z) da

0

integrali mutlak yakinsaktir. Gergekten, Weierstrass M-testinden

o

/ eF (z) dz — 7e—st (z)dz| = / e F (z) dx

0

(e o]

zo

< [eriF@ld
zo

= ¢ e~(6=e0 0 10 — 00
s—a

oldugundan s — o > 0 i¢in f (s) integrali diizgiin yakinsaktir.

Teorem 1.5 F (x) ve Fy (x) [0,00) araliginda parcale siirekli ve siraswyla oy
ve ap tstel mertebeden ki fonksiyon olsun. Bu durumda, Cy ve Cy sabitler:
1¢in

Cif (s) + Cag(s)

dir.

Ispat. Fy (x) ve F, () [0, 00) araliginda parcal siirekli oldugundan C; Fy (x)+
CyFy (x) fonksiyonu da parcal siireklidir. g = x7 + 22, @« = max {ay, s} ve
C = |C1| C11 + |Cy| Cs o olsun. Buna gore, Vo > zq igin

|C1LFy (2) + CoFy (z)| < |Gl [Fy ()] + |Cof [ Fa ()]
< |CL] Cp e + |Cy| Cg 2e%®
<

Ceax
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oldugundan C1 F (x)+CyF» (z) fonksiyonu « iistel mertebeden bir fonksiyon-
dur. Sonug olarak,

o

E {ClFl (ZE) + CQFQ (ZL‘)} == /G_SI [ClFl (l’) + CQFQ (37)} dx

0
o) [e'e)

= /e”Fl (x)dx + C’g/e”FQ () dx
0 0
= Cif (s) + Cag(s)
—> Laplace doniisiimii lineerdir.

Ornek 1.36 F (z) = 52 — 62% + 7 fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii
bulunuz.

Cozim 1.35 Laplace doniistimiiniin lineerlik ozelliginden

L{F (z)} = L{52°—6a+7}
= 5L{a"} —6L {2} + 7L {1}
30 12 7

st 3 s

elde edilir.

Yukaridaki Ornek 1.31 ve Ornek 1.32’yi Laplace déniisiimiiniin lineerlik
ozelligini kullanarak da rahatlikla ¢ozebiliriz. Biz burda ayrintilar1 gegiyoruz.
Simdi Laplace doniigtimiiniin birinci 6teleme(kaydirma) 6zelligini verelim.

Teorem 1.6
LAF (z)} = f(s) = LA™ F (2)} = f(s —a)
dir.

iIspat. Laplace doniisiimiiniin tanimindan

o)

LA{e"F (x)} = /e““’”e‘”F (x)dx = /6_(‘9_“)‘”F (x)dr = f(s—a)

0

olur. m
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Ornek 1.37 £ {e**2*} =?

Coziim 1.36
24 24
Lzt =2 = L{¥2'} = ~
{ } 85 { } (S i 4)5
Ornek 1.38 £ {e % sin5z} =7
Coziim 1.37
L{sinbx} = 0 :>£{e_3xsin5x} = L
% 425 (s+3)%+25

Uyar1 1.6 Laplace doniistimii lineer olmasina ragmen iki fonksiyonun ¢carpiminin
Laplace déonitigiimii, Laplace doniisiimlerinin ¢carpimina esit degildir. Yani,

LA (z) By (o)} # L{F (o)} - L{F ()}

dir. Ornegin, L {e**z} = (; LA{z} =%, L{*} = L5 olmak iizere

s—4)°7 4
L{e*z} # L{x} L {e*}

dir.
Simdi Laplace doniigiimiiniin ikinci 6teleme(kaydirma) 6zelligini verelim.

Fi(x—a) , z>a

0 r<a olmak

Teorem 1.7 L{F (z)} = f(s) ve F5(x) = {

LAF ()} =e [ (s)

dir.



60 OZEL FONKSIYONLAR

ispat.
LA{F(x)} = /e_”FQ (r)dx
0
= /esxFQ (x)dx + /e”Fg (x) dz
0 a
= /6_5”” - 0dx +/6_5$F2 (x) dx
0 a
= /esxFl (r—a)dz
= /6_5(“+“)F1 (u) du
0
= e ¥f(s).
u
- sin(z—m) , x>7m .
Ornek 1.39 G (x) = 0 ise L{G ()} =7
Co6ziim 1.38
L{sing} = ——— — £{C(2)} =
241 241
olur.

Simdi de Laplace doniigiimiiniin skala (6lgek) degistirme 6zelligini verelim.

Teorem 1.8
LAF @) = f(5) = L{F @)} =7 (2) a>0

dir.
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ispat.
LAF (ax)} = /es‘”F (az) dx
0
I
= a/e F(u)du
0
s
= S(3)a>0
olur. m

Ornegin, £ {e’*}'i yukaridaki teorem yardimiyla elde edelim. Gercekten,

L{e"} = Silzf(s):>£{€5x}:%<§i1> :%f<§>

1
s—5H

— L{) =
olur.

Uyar1 1.7 F (z),z > 0 fonksiyonunun Laplace déniigimii tektir. Yani, Fy
ve Fy Laplace dontigiimleri olan iki fonksiyon iseler ise tanim geregi

L{Fl} = £{F2} = F =F

dir.

Asagidaki formiiller bize yiiksek mertebeden tiirevlerin Laplace doniisiimiinii

vermektedir. Gergekten,

T

LA{F ()} = /e_S””F' (x)dx = lim [ e **F' (z)dx
0

0
T

= lim |(F(z) e’”)g + S/esxF (x)dx
0

= —F(0)+sL{F (2)} = sL{F ()} — F(0) (1.36)

bulunur. Burada, s > 0 iken z — oo i¢in e **F' (z) — 0 olmaldur.
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Ayrica, (1.36) formiiliinii " fonksiyonu i¢in uygularsak ve benzer olarak
diger tiirev fonksiyonlari i¢in de uygulanirsa
L{F" ()} = $’L{F ()}~ [F'(0)+ sF (0)]
L{F" (z)} = $*L{F(z)}— [F"(0) + sE" (0) + $*F (0)]

[F(" 1) )+ sF(=2) 0)+---+s"'F (0)}

I
»

S
o
.
“ij

L{F" (x)}

3

= S"L{F(2)} - ) s+ [F(k) (2)] n ez

k=0

k=0

formiilleri bulunur.
Ornegin, F (x) = cosz olsun. Bu durumda £ {cos z} = 2%

"o
"5 ve (cosz)” =
— cosx olup

L{(cosz)"} = L{—cosz}
o2 S
= 832—1—1 sin0 — scos0
s

s2+1

elde edilir.

Teorem 1.9
LAF (2)} = f(s) = LA{2"F (2)} = (-1)" % [f (s)]
dir.

Ispat. (1.34) denkleminin n defa s ye gore tiirevini alirsak

o0

f(s) = (—1)1/6_”3:F (x)dx = L{xF (z)}

0

= L{zF(2)} = (-1)" f'(s)

oo

() = (=17 / e 2’ F (x) dv = L{2°F ()}

() = (<1 / TN (2) dx = £ {2"F (2))

= L{2"F (2)} = (=1)" f" ()
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bulunur. Boylece, istenen sonug elde edilmis olur. m
Ornegin, F (z) = € olsun. Bu durumda £ {e°"} = = olup

ooy - ] L]

(s—5)"
olur.

Ornek 1.40
LAF(x)}=f(s) = LA{u"F ()} =f(s—Inu),u>0

dir. Gésteriniz.

Coziim 1.39
LA{u'F (z)} = /e”u’:F (x) dx
0
= /e‘szemln“F (x)dz
/6 (s— lnu )dl’
0
= f(s—Ilnu),u>0
bulunur.

Simdi de periyodik fonksiyonlarin Laplace doniigiimiinii verelim.

Teorem 1.10 F (z) fonksiyonu periyodik ve periyodu P olsun. Yani, F' (x) 'nin
tanymily oldugu aralik tizerinde yer alan her x i¢in

F(z+P)=F(z),P>0

bagintisy gerceklensin. Bu durumda,

e *F (z)dx

LAF(2)} =

1 — efsP

egitligi saglanar.
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ispat.
C{F(2)} = / e F () du

0
P 2P 3P

= /e”F(a:) dx—i—/e”F (x) dx—i—/esxF (x)dx + -
0 P 2P
P 2P 3P

= /e”F (x) d:v—i—/e”F (x) d:c—i—/e“F (x)dx + -
0 P 2P )

e ey

e F (z)dx + [ e*WDE (y+ P)dy

Il
Tt~
o\w

P
+/€S(y+2P)F(y+2p)dy+...
0

P P
= /esxF Ydx + e SP/ TYE (y
0 0

P

0

e F (z)de[l+e*F + e+ 4., {e‘sp‘ <1
e
1—e—sP

I
Tt~

e F (z)dx

1—esP
elde edilir. m
Ornegin,

H($>:{51nx , O<ax<m

0 , m<z<2m

H(x +2rm) = H ()
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olsun. Bu durumda,

2T

[ e " sinwdx

0

L@y =

[e‘sz(fssinxfcosx)] 4
_ s+l 0
o 1 — e—27s

1

(1—e7)(s2+1)

bulunur.
Agagidaki teorem bir fonksiyonunun integralinin Laplace déniigtimiinii
vermektedir.

Teorem 1.11

x

L{F(2)} = f(s) = L /F(u)du _

0

dir.

Ispat. Oncelikle verilen bir F (z) fonksiyonunun integrali

G (z) = F ()
v G(0)=0
dir. Buradan (1.36) uyarinca
L{G" (@)} = sL{G(x)} -G (0)
— E{F(m)}sﬁ{/F(u)du
== L /F(u)du}fis>
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olur. m
Ornegin,
F) = % — f(s) = —
s+ 3
—3u 1 —3x
L /e du = gﬁ{l—e }
0
1 /1 1
B §<;_s+3>
B 1
 s(s+3)
E{ef?)z}
- s
olur.

Buraya kadar hep x > 0 i¢in bir F' fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii
bulmaya caligtik. Simdi bu problemin tersini diisiinelim. Fonksiyonunun Laplace
doniigiimii f (s) belli olsun ve bu déniigiime uyan F' fonksiyonunu bulmaya
caligalim. Yani,

L{F ()} = f(s) = LT {f(s)} = F(2)

olup L71{f (s)}’ye f (s) fonksiyonunun ters Laplace déniigiimii denir.
Agagidaki teorem bir f (s) fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiiniin tek-
ligini garanti eder.

Teorem 1.12 F (z) ve Fy (x), [0,00) aralige tizerinde siirekli ve o tistel mer-
tebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

L{F (2)} = L{F: (1)} = F1 (2) = F2 (2)
dir.
1. Ters Laplace doniistimii lineerdir. Gergekten,

£ {ClFl (l’) + CQFQ (l’)} = lel (S) —+ Cgfg (8) —
LTHCLf(s)+ Cafa(s)} = CiFy(2) 4+ CoFy (a)
= CILHf ()} 4+ CoL™H{f2(5)}

olur.
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Ornegin,

10 s 1 S
£—1 _ — 1 -1 - _ —1
{3—1 952+16} 0L {5—1} oL {S2+16}

= 10e* — 9cosdx

bulunur.
2. Ters Laplace doniigiimiiniin skala (6lgek) degistirme ozelligi vardir.
Gergekten,

LAF(2)} = [(s)=

o0

(e ()} - [ (e

e UE (u) du

— a e—astF
~ of(as
— Lf ()} =F (%)

olur.
3. Ters Laplace doniigiimiiniin birinci 6teleme(kaydirma) 6zelligi vardir.
Gergekten, Laplace doniigiimiiniin birinci 6teleme(kaydirma) ézelliginden

LA{eYF ()} = f(s—a)=
L7Hf(s—a)} = eF(x)=e"L7{f(s)}

elde edilir.
Ornegin,

5_1{3219} = cos3r —

e e e Ak i)

1
= ¢e%cos3x + gem sin 3z

olur.
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4. Ters Laplace doniigiimiiniin ikinci 6teleme(kaydirma) ozelligi vardir.
Gergekten,

L)} = F(o)=
£_1{e_“sf(s)} _ {F(x—a) , T>a

0 , T<a
dir.
Ornegin,
£t { 4 = sindr —
52 4+ 16 n
= 4e~5¢ [ sind(z-5) , >5
s24+16) 0 , x<5h
olur.

5. Ters Laplace doniigiimiiniin tiirevi agagidaki gibidir:
L)} = Flo)=
dn
c{nre} = coere).

Ornegin,

olmak {izere,

olsun. Bu durumda,

—aF(x) = £ {% [1“ (” = 1)]}

elde edilir.
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6. Ters Laplace doniisiimiiniin integralii agagidaki gibidir:

L7Hf(s)} = Flo)=

T

e {19 - [

0

Ornegin,
1 1
1 o .
L {32—1—4} = §SID2J}:>
1 1
- = [ =sin2ud
L {3(32—1—4)} /2smuu
0
1
= 1 (1 — cos2z)
olur.

Son olarak konvoliisyon kavramini ve 6zelliklerini verip bu boliimii tamam-
layalim.

Tamim 1.7 F (z) ve G (x) fonksiyonlar her bir sonlu [a, b] aralginda par¢als
stirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

(F+G)(z) = /F(H)G(:c—@)de
0
ile tanamlanan (F x G) (x) fonksiyonuna F (x) ile G (x) fonksiyonlarinin kon-

voliisyonu ady verilir.

Ornegin, sin z ile cos x fonksiyonlarinin konvoliisyonu

T

(sinx) % (cosz) = /sin@cos (x —0)do

0
T

= /sin0 (cos z cos f + sin z sin 0) df

0

= COosT / sin 0 cos 8df + sin x / sin® 0de
0 0
rsinx

2
olur.
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Ornek 1.41

Vz,w>0,F(x) =2°,G(p) =2 = (FxG)(x) =

Coziim 1.40
(F+xG)(z) = x°xa”
= /Hz(x—e)wdg,ﬁzx,u
0
1
— :L,z+w+1/Mz (1_M) d
0
= B+ 1Lw+1)
_ xz—&—w—l—ll—‘( +1)F(w+1)
IF'(z+w+2)
olur.

Konvoliisyon islemi agagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. Konvoliisyon isleminin degisme 6zelligi vardir. Gergekten, konvoliisyon
tanimindan

xT

(F*G)(x) = /F(H)G(x—@)d@,x—ezu

0
0

_ —/F(x—u)G(u)du

- /G F (o —u)du

- G+P) (@)

elde edilir.
2. Konvoliisyon igleminin birlesme 6zelligi vardir. Gergekten, konvoliisyon
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tanimindan

(F+(GxH))(x) =

bulunur.

F(0) /G(M)H(xe,u)d,u] o, 0+ p=o

F(6) /G(U—Q)H(a:—a)da i

/F(G)G(U—Q)H(a:—a)da o),
=_{

(0,0):0<oc<ux 0<0<x}

F (6 H(m—a)d@] do

H(z —o)do

/o
O/F 0) do

(FxG)(0)H (x—o0)do

3. Konvoliisyon igleminin toplama islemi iizerine dagilma ozelligi vardir.
Gercgekten, a,b € R olmak iizere konvoliisyon tanimi uyarinca

(F % (aG xbH)) (x)

elde edilir.

T

_ /F(H)(aG*bH)(w—@)d@

0

- a/F(G)G(m—0)d6’+b/F(9)H(m—9)d9

= a(F+G)(x)+b(Fx*H)(z)
= (a(FxG)+b(FxH))(x)
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4. c € R olmak {izere,
¢c(FxG)(x)=(cF*G)(x) = (Fx*cQ)(z)

dir. Bu 6zellik tanimdan aciktir.
Asgagidaki konvoliisyon teoremi Laplace doniigiimiinde yaygin olarak kul-
lanilmaktadir.

Teorem 1.13 F) (x) ve Fy (x), [0,00) aralg tizerinde par¢aly siirekli ve tstel
mertebeden fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

T

CUR«F) (@)} = L /FI(Q)F2(x—9)d0
LA (z)} L{F2(2)}
= fi(s) f2(s)

dir. Yani, iki fonksiyonunun konvoliisyonunun Laplace doniigtimi, her birininin
Laplace doniistimiiniin ¢carpimina egittir.

Ispat. Oncelikle F} % F, fonksiyonunun Laplace déniigiimiine sahip oldugunu
gosterelim. Bunun igin, Fy () ve F; (x), [0, 00) aralig iizerinde parcal siirekli
olduklarindan integral hesabin temel teoremi geregince F) % F, fonksiyonu
da parcali siireklidir. Diger taraftan, z¢ = z; + x2, a1,y sabit sayilar ve
C = (105 olsun. Buna gore,

(Fi+ ) ()] = /F1<0>F2<a:—e>d9

0
x

/|F1 (6)]|Fs (z — 0)|db

0

IN

T

< 0,0, / e10e2(=0) g9

0
T

0102/6(a1a2)96a2xd8
0
{ Cze®?™ | o] =ay

eX1T _ 2T
C—al_a2 , a1 # Qg

IA

olacagindan her iki durumda da F} x F, fonksiyonu iistel mertebedendir.
Dolayisiyla, F * Fy fonksiyonunun Laplace doniigiimii mevcuttur.
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Ayrica, Laplace doniigiimiiniin tanimindan

LA{(FyxFy)(x)} = /e‘“C [/ Fy(0) F5 (x —0) d@] dx

0

= £{F1( )}ﬁ{Fz(I}
olur. m

Uyar: 1.8
L{(F = F)(2)} = fi(s) fa(s) —

LA R(s)) = (FoxFy) (@) = / F(0)G (x—6)dd

dir.
Ornek 1.42
-1 { 5 } —?
(s2+1)°
Coziim 1.41

_1 s B _1 I s
£ {(52+1)2} = £ {s2+1 s2+1}’

} /smHCOS x—0)df = xs;nx
0

olur.
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Ornek 1.43

Coziim 1.42

— L {—1 } = /ee5<“>d9 _ (@b
52 (
0

elde edilir.

Ornek 1.44

Coziim 1.43

bulunur.

Ornek 1.45 Asagqidaki bagintilarin dogru oldugunu gésteriniz:

) El{y} :/I/UF(U)dvdu,
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2.

xT

// dvdu—/(m—v)F(v)dv.

J/F meZJF mrm

olsun. Burada her iki tarafin tirevini alirsak,

Coéziim 1.44 1.

G (x) = /F(v) dv, G" () = F ()

olur. Sonra, G(0) = G'(0) = 0 oldugunu da dikkate alip her iki tarafin
Laplace dontigiimiini alirsak

L{G"(x)} = L{F(2)}
= s%g(s) —sG(0) = G'(0) = f (s)
— s%g(s) = [ (s)
— g(s) = fs(?
— G(m)zﬁ_l{g(s)}zﬁ_l{fs(;)} ://F(v)dvdu
bulunur.

Ayrica, yukaridaki bu durum

[ [ [ree e {£0)

seklinde de genisletilebilir. Biz burada ayrintilary gegiyoruz.
2. Once konvoliisyon teoremini, sonra yukarida elde ettigimiz bagintiy
kullanirsak

L{/(wv)F(v)dU} = E{l’}ﬁ{F(m)}:f;;)

0
/ F (v) dvdu
0

%/—’
o\'
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olur. Ayrica, yukardaki bu durum

‘ffujm@mmmw—]%i%;F@m

seklinde de genisletilebilir. Biz burada ayrintilar, gegiyoruz.

Uyar:1 1.9 Laplace dondigiimii ile ilgili daha fazla bilgi ve uygulama i¢in bakiniz:[13],[14],[15].
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